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 ١

 
 

 فصل ششم
  معين انتگرال

 
 

 يکی از ارکان درس حساب پردازيم كه   در اين فصل به بحث و بررسي مطلبي مي:مقدمه
ايم كه اكنون بتوانيم با اطمينان  هاي قبلي آنقدرمطلب آموخته  در فصل.ديفرانسيل و انتگرال است

بيان . بپردازيمآن  و بسط و گسترش خاطر و بر پاية اصولي منطقي به تعريف انتگرال معين 
از ظرفيت و ...  و کامپيوترهاي علوم ، مهندسي،  كاربردهاي مختلف و متنوع انتگرال در كليه رشته

. می بايست به تدريج و در جای خود هر کدام  از آن ها را فراگرفتتوان كتاب حاضر خارج است و 
تواند  يك نمونه از كاربردها مي تنها به عنوان اين فصلاول و دوم ه صفحدو به عنوان مثال مطالعة 

 . از نقطه نظر رياضي استمعين انتگرال اساسی ما در اينجا بيان و مطالعه كار . سودمند باشد
 

  مساحت ١.  ٦ 
دانيم كه مساحت يك مستطيل برابر با حاصلضرب طول آن در عرض آن بوده و مساحت  همة ما مي

براي يافتن مساحت يك چند . باشد  آن ميارد برويك مثلث نصف حاصلضرب قاعده در ارتفاع 
هاي بدست آمده را باهم  هاي مثلث ضلعي ابتدا آن را به چند مثلث تجزيه نموده و سپس مساحت

شود كه مساحت چند ضلعي اوليه مستقل از نحوة تجزيه آن به  در هندسه ثابت مي. كنيم جمع مي
 : هاي زير توجه نمائيد به شكل. باشد ها مي مثلث

 
 
 
 
 
 
 
 

 ١ . ٦شکل 
توان مساحت يك ناحيه در صفحه را تعريف نمود  كنيم كه چگونه مي حال اين پرسش را مطرح مي

اي حتي   ناحيههرگاه اين ناحيه با يك منحني محدود شده باشد؟ آيا مطمئن هستيم كه چنين
 داراي مساحت باشد؟
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 .گيريم ، در نظر ميزير شكل مطابق ، ه  را در صفح  R اكنون ناحيه
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢ . ٦شکل 
xها ، خطوط  X  با محور R ناحية  a= وx b= و منحني با معادلة ،( )y f x=  محدود

]تابعي پيوسته بر بازة بسته  fشده است، كه در آن  , ]a bبراي سادگي ، به ازاي هر . باشد  مي
[ , ]x a b∈ ، ( ) 0f x  نسبت Rمساحت ناحية  را به Aخواهيم عددي مانند  مي. گيريم  مي≤
، مشابه آنچه كه براي تعريف مساحت يك دايره تعريف شده است، بكار  رافرآيندي حدي. دهيم 
 .بريم مي

گردد هرگاه  هاي منتظم محاطي تعريف مي هاي چند ضلعي مساحت يك دايره به عنوان حد مساحت
كنيم كه ، هر عددي كه براي  به صورت شهودي درك مي. بدتعداد اضلاع به طور نامتناهي افزايش يا

اين عدد بايستي لااقل به بزرگي مساحت هر ناحية چند ضلعي شكل باشد   انتخاب گردد،Aنمايش 
 از مساحت هر ناحيه کوچکتر، و بايستي ) قرار گرفته استRداخل ( محاط شده است Rكه در 

 . نباشد)  داخل آن قرار گرفتهR( را در بر گرفته Rچند ضلعي شكل كه 
]بازة بسته .  محاط شده استRكنيم كه در  اي چند ضلعي شكل تعريف مي در ابتدا ناحيه , ]a b را 

گيريم، به  ها را باهم مساوي مي براي بسادگي طول كليه زير بازه. كنيم قسمت تقسيم مي nبه 
 .∆xعنوان مثال 

)بنابراين )b a
x

n
−

∆ 1ها را با   نقاط انتهايي اين زيربازه.= 2 1 0, ,..., , ,n nx x x x x−دهيم،    نمايش مي
 كه در آن 
.nx b=1 و,..., ( 1)i nx a i x x a n x−= + ∆ = + − ∆ 0 1, ,...,x a x a x= = + ∆ 

]1ام با iفرض كنيم كه زيربازة  , ]i ix x−چون .  نشان داده شودf بر بازة بسته [ , ]a b پيوسته 
اي در هر زير بازه  نقطه ،بنابر قضية مقدار نهائي. باشد يها هم پيوسته م است، بر هركدام از زير بازه

 icه ام، فرض كنيم اين نقط iدر زير بازة . نيمم مطلق است  داراي ميfوجود دارد كه در آن 
)باشد، بنابراين  )if c مطلق تابع نيمم مي f 1 بر زير بازه[ , ]i ix x−است  . 
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) ارتفاع  و∆xگيريم كه هر كدام داراي عرض   مستطيل در نظر ميnتعداد  1,2,..., ) ( )ii n f c= 
 . هستند

  نمايش داده باشيم، در اين صورت nS مستطيل را با nهاي اين  فرض كنيم حاصلجمع مساحت
 

1 2( ) ( ) ... ( ) ... ( )n i nS f c x f c x f c x f c x= ∆ + ∆ + + ∆ + + ∆ 
 يا 

(1)                 
1

( ) .
n

n i
i

S f c x
=

= ∆∑ 

دهد   مستطيل محاطي را بدست ميnهاي   حاصلجمع مساحت(1)جمع طرف راست معادلة 
  را تعريف كنيم، اين مقدار بايستي چنان باشد كه Aبنابراين هر مقداري كه 

nA S≥ 
 را nSهاي زير ناحية هاشورزده شده مساحت  در شكل. گوييم  ميA تقريب نقصاني nSما به 

البته دقت كنيد كه . گردد  كمتر ميA با nS اختلاف nبديهي است كه با افزايش . دهد نشان مي
] در بازة fتابع ) الف(در شكل  , ]a b 1 مطلق تابع در نيمم مي صعودي است و بنابراين[ , ]i ix x− 

)1برابر با  ) ( )i if c f x 1i است يعني =− ic x در ) ب(شود در شكل   اما همانطور كه ملاحظه مي.=−
] ازهايي  قسمت , ]a b  تابعf هايي از عودي و در قسمتص[ , ]a b  نزولي است و اين محل ic را در 

1[ ]i ix x−  . هدد  تغيير مي−
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٣ . ٦شکل 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٤

 از nS و اختلاف مقادير متوالي  يابند،  افزايش مي(1) از معادلةnSمقادير . يابد  افزايش ميnوقتي 
که در کتاب های حساب ديفرانسيل و انتگرال  اين مطلب. گردد يكديگر به قدر دلخواه كوچك مي

 : که كند  بيان ميپيشرفته ثابت شده است،
] بر fاگر           , ]a b پيوسته باشد، آنگاه وقتي n به طور نامتناهي افزايش يابد، مقدار nS كه با 

اين مقدار حدي است كه ما آن را به عنوان تعريف . كند   داده شده است به يك حد ميل مي(1)
 . گيريم  در نظر ميRمساحت ناحية 

 

] بر بازة بسته f فرض كنيم تابع :تعريف , ]a b پيوسته بوده و به ازاي هر [ , ]x a b∈ ،
( ) 0f x )اي در صفحه باشد كه با منحني   ناحيهR فرض كنيم .≤ )y f x= محور ، X  ها ، و
x,خطوط  b x a= ]بازة . دود شده باشد مح= , ]a b را به nكنيم كه طول هر   زير بازه تقسيم مي

bكدام  ax
n
−

∆ ]1ام را با i است، و زير بازة = , ]i ix x−در اين صورت اگر . دهيم  نمايش مي
( )if cنيمم مطلق تابع بر زير بازة   مقدار ميi،آنگاه مساحت ناحيه  ام باشد R با  

(2)      
1

lim ( )
n

in i
A f c x

→∞
=

= ∆∑ 

 . داده شده است
0εي است كه به ازاي هر بدين معن (2)معادلة  0N عددي مانند <  وجود دارد به طوري كه <

nاگر  N> آنگاه ، 
1

( )
n

i
i

f c x A ε
=

∆ −  .  عدد صحيح و مثبتي استn كه در ان ∑>

هاي  هاي محيطي بجاي مستطيل توانيم از مستطيل  ميRبراي بدست آوردن مساحت ناحية       
 . محاطي استفاده كنيم

 بر هر زير بازه را در نظر fها مقدار ماكزيمم مطلق  هاي مستطيل در اين حالت، به عنوان ارتفاع
 بر هر زير بازه توسط قضية مقدار نهايي تضمين شده fوجود مقدار ماكزيمم مطلق . گيريم مي
 Rهاي محيطي لااقل به بزرگي مساحت ناحية  هاي مستطيل هاي متناظر مساحت حاصلجمع . است

كند  تناهي افزايش پيدا مي به طور نامnها وقتي  توان نشان داد كه حد اين حاصلجمع است، و مي
توانيم  بنابراين، مي. هاي محاطي است هاي مستطيل هاي مساحت دقيقاً همان حد حاصلجمع

  را با Rمساحت ناحية 

(3)     
1

lim ( )
n

in i
A f d x

→∞
=

= ∆∑ 

)تعريف كنيم كه در آن  )if dماكزيمم مطلق تابع  مقدار f 1 در[ , ]i ix x−است  . 

ما به 
1

( )
n

n i
i

S f d x
=

′ = هاي زير ملاحظه خواهيد  گوييم كه در شكل  ميA تقريب اضافي  ∑∆

 . نمود
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 ٥

اي از زير بازة  توان مقدار تابع در هر نقطه ام را در حقيقت ميiتوجه كنيد كه ارتفاع در زير بازة 
iها مقدار يكساني است صرفنظر از آن كه  هاي مستطيل ام اختيار نمود، وحد حاصلجمع مساحت

  هم  در کتاب های حساب ديفرانسيلاين مطلب.  ها چگونه انتخاب شده باشند نقاط داخل زير بازه
 : هاي زير جهت توضيح بيشتر توجه نمائيد به شكل. و انتگرال پيشرفته ثابت شده است  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٤ . ٦شکل 
 
 

بيان كرديم ارائه ) ب(و ) الف(هاي  توان توضيحاتي مشابه آنچه كه در مورد شكل در اينجا نيز مي
 . نمود

 

هاي  نياز به فرمول) يان نموديمبه روشي كه در بالا ب( در محاسبة مساحت زير يك منحني :نكته
 : زير داريم

1
1

( 1)1 2 3 ...
2

n

i

n nS n i
=

+
= + + + + = =∑ 

2 2 2 2 2
2

1

( 1) (2 1)1 2 3 ...
6

n

i

n n nS n i
=

+ +
= + + + + = =∑ 

2 2
3 3 3 3 3 2

3 1
1

( 1)1 2 3 ... ( )
4

n

i

n nS n i S
=

+
= + + + + = = =∑ 

3 2
4 4 4 4 4

4
1

( 1) (6 9 1)1 2 3 ...
30

n

i

n n n n nS n i
=

+ + + −
= + + + + = =∑ 

 .و الی آخر
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 ٦

توان به استقرار ثابت  ها را ، در صورتي كه مقدار حاصلجمع داده شده باشد، مي درستي اين فرمول
فرمولي براي  2S با دانستن ،2S براي ی فرمول1Sانستن دز هست كه به تدريج با ديگري ني راه. نمود

3S شود و بدين ترتيب اين امكان وجود دارد كه  پيدا مي...  وnSيعي را به ازاي هر عدد طبn 
 ). بايستي طي كنيم هرچند كه عملاً راهي طولاني را مي(محاسبه نماييم 

 كنيم كه  به طور كلي ثابت مي. بندي را تغيير دهيم  در مواردي نياز داريم كه انديس جمع
n p n pn

i i p i p
i m i m p i m p

a a a
+ −

− +
= = + = −

= =∑ ∑ ∑ 

 به عنوان مثال . بت است عددي صحيح و مثpكه در آن 

1 ...
n

i m m n
i m

a a a a+
=

= + + +∑ 

1و                                1... ...
n p

i p m p p m p p n p p m m n
i m p

a a a a a a a
+

− + − + + − + − +
= +

= + + + = + + +∑. 

در نتيجه 
n pn

i i p
i m i m p

a a
+

−
= = +

=∑  شود كه  بسادگي ديده مي هاي بالا، با استفاده از فرمول بنابراين ، . ∑

.
1 1 1

2 2
1

1 0 1 0 1 0
( 1) , ( 1) ,

n n n n n n

i i
i i i i i i

i i i i a a
− − −

−
= = = = = =

− = − = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ 

 
)3ه منحني  مساحت ناحية محدود ب:١مثال  )y f x x= 1xها و خطوط  X ، محور = و =

4x هاي محاطي و بار ديگر با استفاده از  را محاسبه نماييد، يكبار با استفاده از مستطيل =
 . هاي محيطي مستطيل

)3تابع  [1,4] دربازة بسته .حل )f x x=اگر اين بازه را به .  صعودي اكيد استn قسمت 

4مساوي تقسيم كنيم طول هر قسمت مساوي با  1 3x
n n
−

∆ = دو حالت در نظر .  خواهد بود=
 . گيريم مي

 
 
 
 
 
 
 

 ٥ . ٦شکل 
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 ٧

  :هاي محاطي ستطيلاستفاده از م ،حالت اول
4nxاگر نقاط تقسيم را  ,1 و = 1 ( 1)nx n x− = + − ∆ 2 1 2 ,...x x= + ∆ 0 11, 1 ,x x x= = +  در ∆

]1نظر بگيريم، آنگاه در زير بازة  , ]i ix x− مطلق تابع نيمم مي مقدار f 1 در نقطهix آيد،   پديد مي−
1i ،يعني ic x ]1 مطلق تابع در نيمم مي و لذا مقدار =− , ]i ix x− 1عبارت است از( ) ( )i if c f x −=. 

 : نويسيم اكنون تقريب نقصاني مساحت را مي
1 2( ) ( ) ... ( )n nS f c x f c x f c x= ∆ + ∆ + + ∆ 

1

1
1 1 0

( ) ( ) ( )
n n n

i i i
i i i

f c x f x x f x x
−

−
= = =

= ∆ = ∆ = ∆∑ ∑ ∑    
1 1 1

3 3 3

0 0 0
(1 ) (1 )

n n n

i
i i i

x x i x x x i x
− − −

= = =

= ∆ = + ∆ ∆ = ∆ + ∆∑ ∑ ∑ 
2 31 1

3
2 3

0 0

3 3 3 3 9 27(1 ) (1 3 3 )
n n

i i

i i i i
n n n n n n

− −

= =

= + = + × + +∑ ∑ 
1 1 1 1

2 3
2 3

0 0 0 0

3 9 27 271
n n n n

i i i i
i i i

n n n n

− − − −

= = = =

 
= + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ 

2 2

2 3

3 9 ( 1) 27 ( 1) (2 1) 27 ( 1)( 1)
2 6 4

n n n n n n nn
n n n n

 − − − −
= − + × + × + 

 
 

2

2 2

3 27 1 27 ( 1)(2 1) 81 ( 1)3 .
2 2 4

n n n n
n n n n

 − − − −
= − + × + × + 

 
 

 اكنون 
2

2 2

3 27 1 27 ( 1)(2 1) 81 ( 1)lim lim 3
2 2 2 4

27 54 81 2553 .
2 2 4 4

nn n

n n n nA S
n n n→∞ →∞

 − − − −
= = − + × + × + 

 

= + + + =

 

 . و اين محاسبة مساحت با استفاده از تقريب نقصاني است
 

  :هاي محيطي استفاده از مستطيل حالت دوم،
 ل نقاط تقسيم را اگر مانند حالت او

4nx 0و= 1 2 11 , 1 , 1 2 ,..., 1 ( 1)nx x x x x x n x−= = + ∆ = + ∆ = + − ∆ 
 

]1در نظر بگيريم ، آنگاه در زير بازه  , ]i ix x− مطلق تابع ماكزيمم مقدار f در نقطة ix پديد 
iآيد ، يعني ،  مي ic x= 1 مطلق تابع در ماكزيمم و لذا مقدار[ , ]i ix x− عبارت است از 

( ) ( )i if c f x= . حال تقريب اضافي مساحت را مي نويسيم:  

1 2
1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n i
i

S f c x f c x f c x f c x
=

′ = ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ 
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 ٨

3 3

1 1 1
( ) (1 )

n n n

i i
i i i

f x x x x x i x
= = =

= ∆ = ∆ = ∆ + ∆∑ ∑ ∑ 
2 3

2 3
1

3 3 9 27(1 3 3 )
n

i

i i i
n n n n=

= + × + +∑ 

2 3
2 3

1 1 1 1

3 9 27 271
n n n n

i i i i
i i i

n n n n= = = =

 
= + + + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ 

2 2

2 3

3 9 ( 1) 27 ( 1)(2 1) 27 ( 1)
2 6 4

n n n n n n nn
n n n n

 + + + +
= + × + × + 

 
 

2

2 2

27 1 27 ( 1)(2 1) 81 ( 1)3
2 2 4

n n n n
n n n

 + + + +
= + × + × + × 

 
 

255limشود كه   اكنون به سادگي ديده مي
4nn

A S
→∞

′=  و اين محاسبه مساحت با استفاده از =

 . تقريب اضافي است
 

) :٢مثال  )i مساحت زير خط ( )y f x mx= 0mبراي  (= 2bكه  (b و 2را بين ) < > ( ،
 . با استفاده از تعريف حد حاصلجمع حساب كنيد

( )ii 2 مساحت محصور بين نمودار تابع( ) 4y f x x= = 0xها و خطهاي  X و محور −  و =
2x =  . را با استفاده از تقريب اضافي بدست آوريد −

( )iii 2 مساحت محصور بين نمودار تابع( ) 4y f x x x= = 2x و خطهاي − 4x و =  را با =
 . نقصاني بدست آوريداستفاده  از تقريب 

) .حل )i 2] بازة بسته, ]b را به n2كنيم ، يعني،   قسمت مساوي تقسيم ميbx
n
−

∆   و لذا =

nx b=1و 2 ( 1)nx n x− = + − ∆0 12, 2 ,..., 2 ,...,ix x x x i x= = + ∆ = + ∆. 
)چون  ) 0f x m′ = ,2]پس تابع بر    < ]bصعودي اكيد است . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 ٦ . ٦شکل 
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 ٩

] از تقريب اضافي استفاده نموده و دربازة  ]1,i ix x− مقدار i ic x= ( 1,2,..., )i n= اختيار 
]1 بربازة f، تابع كنيم، يعني مي , ]i ix x− در نقطه ix مطلق ماكزيمم داراي ( )i if x mx=است  .

 داريم 

1 2
1 1

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )
n n

n n i i
i i

S f c x f c x f c x f c x f x x
= =

′ = ∆ + ∆ + + ∆ = ∆ = ∆∑ ∑ 

1 1 1
(2 )

n n n

i i
i i i

mx x m x x m x i x
= = =

= ∆ = ∆ = ∆ + ∆∑ ∑ ∑ 

1 1 1

( 2) ( 2) ( 2) ( 2)(2 ) 2
n n n

i i i

m b b m b bi i
n n n n= = =

− − − − 
= + = + 

 
∑ ∑ ∑ 

2

2

( 2) 2 ( 1) ( 2) ( 1)2 2 4
2 2

m b b n n b n nn m b
n n n

 − − + − + = + × = − + ×   
   

 

 اين و بنابر
( ) ( )

2
22

lim lim 2 4 4 .
2 2nn n

b mA S m b b
→∞ →∞

 − ′= = − + = − 
  

 

( )ii 2 داريم( ) 4y f x x= = 0y و − 2xدهد كه   نتيجه مي= = )همچنين . ± ) 2f x x′ =  و −
] در بازةfتابع  ]بازه . عودي اكيد است ص−[2,0 كنيم و   قسمت مساوي تقسيم ميnرا به −[2,0

0داريم  ( 2) 2x
n n

− −
∆ = = .  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٧ . ٦شکل 
0                    پس  12, 2 ,..., 2 ,..., 0i nx x x x i x x= − = − + ∆ = − + ∆ =. 

]  از تقريب اضافي استفاده نموده و در بازة  ]1,i ix x− مقدار i ic x= ( 1,2,..., )i n= اختيار
] بر بازة fتابع  يعني ، كنيم ، مي ]1,i ix x− 2 مطلق ماكزيمم داراي( ) 4i if x x= . باشند  مي−

 داريم 
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 ١٠

1 2
1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n i
i

S f c x f c x f c x f c x
=

′ = ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ 

2 2

1 1 1
( ) (4 ) [4 ( 2 ) ]

n n n

i i
i i i

f x x x x x i x
= = =

= ∆ = − ∆ = ∆ − − + ∆∑ ∑ ∑ 

2
2

2
1 1

2 2 2 8 4[4 ( 2 ) ] 4 4
n n

i i

i i i
n n n n n= =

 
= − − + = − + − 

 
∑ ∑ 

2
2 2

1 1

2

2 8 4 2 8 ( 1) 4 ( 1)(2 1)
2 6

8( 1) 4( 1)(2 1) .
3

n n

i i

n n n n ni i
n n n n n n

n n n
n n

= =

+ + +   = − = × − ×     
+ + +

= −

∑ ∑
 

 بنابراين 

2

8( 1) 4( 1)(2 1) 8 16lim lim 8 .
3 3 30nn n

n n nA S
n n→∞ →∞

+ + + ′= = − = − = 
 

 

( )iii 2 داريم( ) 4y f x x x= = ) و بنابراين − ) 4 2f x x′ = ) و− ) 0 2f x x′ = ⇔  ديده .=
 .  نزولي اكيد استf تابع [2,4]شود كه دربازة  مي

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٨ . ٦شکل 

,2] بسته  بازة 4كنيم، يعني،   قسمت مساوي تقسيم مي nرا به [4 2 2x
n n
−

∆ =   و لذا=

0 12, 2 ,..., 2 ,..., 4.i nx x x x i x x= = + ∆ = + ∆ = 
]فاده نموده و دربازة  از تقريب نقصاني است ]1,i ix x− مقدار ( )1,2,.., i ii n c x=  اختيار =

] دربازة fكنيم، يعني، تابع  مي ]1,i ix x−2نيمم مطلق   داراي مي( ) 4i i if x x x=  .  است−
 داريم 

1 2
1

( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n i
i

S f c x f c x f c x f c x
=

= ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ 
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 ١١

2 2

1 1 1

2 2 2( ) (4 ) 4(2 ) (2 )
n n n

i i i
i i i

i if x x x x x
n n n= = =

 = ∆ = − ∆ = + − +  
∑ ∑ ∑ 

2
2

2 2
1 1 1

2 8 8 4 2 48 4 4
n n n

i i i

i i i i
n n n n n n= = =

   
= + − − − = −     

∑ ∑ ∑ 

2 2

2 4 ( 1)(2 1) 4( 1)(2 1)4 8 .
6 3

n n n n nn
n n n

+ + + + = − × = −  
 

 بنابراين 

2

4( 1)(2 1) 8 16lim lim (8 ) 8 .
3 3 3mn n

n nA S
n→∞ →∞

+ +
= = − = − = 

 

)3 مساحت محصور بين نمودار : ٣مثال  )y f x x x= =  . ها بدست آوريد X و محور −

1x               داريم.حل  = )2 يا ± ) 0 ( 1) 0 0f x x x x= ⇔ − = ⇔ = . 
)2همچنين  ) 3 1f x x′ =  و  −

.2 3( ) 0 3 1 0
3

f x x x′ = ⇔ − = ⇔ = ± 

3شود كه  ديده مي 2 3( )
2 9

f −
3و  = 2 3( )

2 9
f −  .  در زير رسم شده استfنمودار تابع =

 
 
 
 
 
 
 
 

 ٩ .  ٦شکل 
 

]در بازه   −x به xچون از تبديل .  نامثبت است f تابع [0,1]ي و در بازة ف نامنfتابع  −[1,0
شود پس نمودار منحني نسبت مبداء مختصات متقارن   تبديل مي−y به yبدست مي آوريم كه 

 3A برابر با مساحت ناحيه 2A و مساحت ناحيه 4A برابر با مساحت ناحية 1Aمساحت ناحية . است
4توان  ه عنوان مثال ميب. است 3,A A3ابتدا به محاسبة .  را محاسبه نمودAتوجه كنيد . پردازيم  مي

,0]3چون در . كه مساحت كميتي نامنفي است ]
3

) همواره  ) 0f x به عنوان طول  (∆x و نيز ≥
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 ١٢

) پس،عدد مثبتي است)يك بازه  ) 0if c x∆  و بنابراين≥
1

( ) 0
n

i
i

f c x
=

∆  از اينجا نتيجه .∑≥

)3 بايستي با تابع 3Aگيريم كه براي محاسبه مساحت  مي ) ( )y f x x x= − = −  كار كنيم تا −

,0]3بازة . نتيجه كميتي نامنفي گردد ]
3

  كنيم يعني،  قسمت مساوي تقسيم ميn را به 

3 0 33
3

x
n n

−
∆ = =. 

0                                  پس 1
3. 0, ,..., ,...,

3i nx x x x i x x= = ∆ = ∆ = .  

)چون تابع  )f x  0]3 در, ]
3

) نزولي اكيد است پس تابع  )f x− 0]3 بر, ]
3

 صعودي اكيد خواهد 
) مطلـق تـابع   مـاكزيمم كنـيم و مقـدار    از تقريب اضافي استفاده مي  . شد )f x− در  [ ]1,i ix x− در 

iنقطه   ic x=    گـردد، يعنـي، تـابع          واقـع مـي( )f x−     در بـازة [ ]1,i ix x−   مطلـق   مـاكزيمم  داراي 
( )if x−است  . 

 اكنون داريم 
( ) ( ) ( )1 2

1 1

( ) ( ) ... ( )

( ) ( )

n n

n n

i i
i i

S f c x f c x f c x

f c x f x x
= =

′ = − ∆ + − ∆ + + − ∆

= − ∆ = − ∆∑ ∑

( ) ( )33

1 1 1
( ) ( )

n n n

i i i
i i i

x f x x x x x i x i x
= = =

 = −∆ = −∆ − = −∆ ∆ − ∆ ∑ ∑ ∑  
2 2

2 2 3 2 2

1 1

3 3 ( 1) ( 1)( ) [( ) ] ( ) [( ) ]
3 3 4 2

n n

i i

n n n nx x i i
n n= =

+ +
= − ∆ ∆ − = − × −∑ ∑  

( ) ( )2
2

2 2 2

1)1 1 ( 1) ( 1)1 .
3 12 2 6 36

nn n n nn
n n n

++ + = − + − = −  
 

                 بنابراين
2

3 2 2

( 1) ( 1) 5lim lim( ) .
6 36 36nn n

n n nA S
n n→∞ →∞

+ +′= = − = 

)چون تابع . پردازيم  مي4Aمحاسبة سپس به  )f x 3 بر[ ,1]
3

براي محاسبه (بايد   نامثبت است مي

)3مساحت از تابع  ) ( )f x x x− = − )تابع . كنيم  استفاده مي− )f x 3 بر[ ,1]
3

ودي اكيد  صع

)است و لذا تابع  )f x− 3بازة .  براين بازه نزولي اكيد است[ ,1]
3

 قسمت مساوي تقسيم n را به 

كنيم ، يعني،  مي
31 3 33. x

n n

− −
∆ = =  
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 ١٣

  پس 

0 1
3 3 3, ,..., ,..., 1.

3 3 3i nx x x x i x x= = + ∆ = + ∆ = 

 . كنيم  از تقريب نقصاني استفاده مي4Aبراي محاسبة مساحت 

( ) ( )( )1 2
1

( ) ( ) ... ( )
n

n n i
i

S f c x f c x f c x f c x
=

= − ∆ + − ∆ + + − ∆ = − ∆∑ 

1 1
( ) ( )

n n

i i
i i

x f c x f x
= =

= −∆ = −∆∑ ∑ 

) مطلق تابع نيمم ميبه دليل آن كه  )f x− بر [ ]1,i ix x− در نقطه i ic x=بنابراين . گردد  واقع مي 

( )3 3

1 1

3 3( ) ( )
3 3

n n

n i i
i i

S x x x x i x i x
= =

 
= −∆ − = −∆ + ∆ − + ∆ 

 
∑ ∑ 

3

1

3 3 3 3 3 3 3 3( ) ( ) ( )
3 3 3 3 3

n

i
i i

n n n=

 − − −
= − + − + 

 
∑ 

2 2 2

1

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3( ) 3( ) ( ) 3( )
3 27 3 3 3 3

n

i
i i

n n n=

− − −
= − + + ×


∑ 

( )3

3
3

3 3 3 3 3( )
27 3 3

i i
n n

− − − − + 


 

( )2

2
2

1 1 1

3 33 3 3 3 3( ) 1 3
3 9 3 9

n n n

i i i
i i

n n n= = =

 −− −= − + +


∑ ∑ ∑ 

( )3
3

3
1 1 1

3 3 3 3 31
27 3 3

n n n

i i i
i i

n n= = =

− − + − − 


∑ ∑ ∑ 

( )2

2

3 33 3 3 3 3 ( 1) ( 1)(2 1)( ) 3
3 9 3 2 9 6

n n n n nn
n n n

−− − + + +
= − + × + ×


 

( )3
2 2

3

3 3 ( 1) 3 3 3 ( 1)
27 4 3 3 2

n n n nn
n n

− + − + + × − − × 


 

( ) ( )( ) ( ) ( )
2 3 23 3 3 1 2 1 3 3 13 3 2 3( )

3 9 54 108

n n n
n

n n n

 − + + − +− − = − + + 
  
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 ١٤

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 3 2

2 2

3 3 3 1 2 1 3 3 12 33 3 .
27 162 324

n n n
n n

 − + + − +− = − − + + 
  

 

 
4اما  lim nn

A S
→∞

  و لذا =

( ) ( ) ( )2 3

4

3 3 3 3 32 33 3 2 .
27 162 324

A
 − −− = − + × + 
  

 

4شود كه  و پس از محاسبه ديده مي
1
9

A يم دبدين طريق با توضيحاتي كه در اول مثال دا . =
 . مساحت بدست مي آيد

 
 

 ينع انتگرال م ٢  . ٦
 :در قسمت قبل مساحت يك ناحيه را به صورت زير تعريف نموديم 

(1)     .
1

lim ( )
n

in i
f c x

→∞
=

∆∑ 

]براي رسيدن به چنين تعريفي، بازة بستة         ],a b    هاي با طول مساوي تقسـيم كـرده و            را به زير بازه
 مـاكزيمم يـا  ( مطلـق  نيمم مي در آن fام در نظر گرفتيم كه تابع  iاي در بازة   را نقطهicسپس 
)ما همچنين اين محدوديت را قائل شديم كه         . بود) مطلق )f x   بر [ ],a b      همواره نامنفي بوده و به 
] بر fعلاوه  ],a bپيوسته باشد . 

 آن حد داده شده با توجه بهبراي تعريف انتگرال معين نياز به نوع جديدي از فرآيند حدي داريم كه 
]بازة  .  تنها يك حالت خاص است     (1)در   ],a b       1  را با  انتخابn b, نقطه دلخواه بين     − a   بـه n 

nx,0فرض كنيم   . كنيم  زير بازه تقسيم مي    b x a= 1و   = 2 1, ,..., nx x x  نقـاط ميـاني باشـند بـه         −
 كه  طوري

0 1 2 1... .n na x x x x x b−= < < < < < = 
0نقاط   1 2, , ,..., nx x x x  1فرض كنيم   . الفاصله نيستند    لزوماً متساويx∆ ول اولين زير بازه باشـد       ط

1يعني،   1 0x x x∆ = 2مين زير بازه باشد يعنـي،  و طول د ∆2x، فرض كنيم    − 2 1x x x∆ =  و الـي  −
1i بوده و ∆ix  امين زير بازه iآخر، به طوري كه طول  i ix x x −∆ = − . 

]هايي از بازة      بازه زير مجموعة همة چنين     ],a b بازة   افراز  يك [ ],a bشـكل زيـر   . شـود   ناميده مي
] از ∆افرازي مانند  ],a bكشد   را به تصوير مي: 
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 ١٥

 
 

 ١٠ . ٦شکل 
طـول  . هـا داراي بيشـترين طـول اسـت     حداقل يكي از اين زير بازه  .  زير بازه است   n شامل   ∆افراز  

 .شود  نشان داده مي∆ ناميده شده و با نُرم افراز، ∆اي از افراز چنين زير بازه
] بر بازة بستة     fفرض كنيم تابع     ],a b     كه در آن ،a b<   بـراي  ∆افـرازي ماننـد   . ، پيوسته باشـد 

[ ],a bگيريم   به صورت زير در نظر مي: 
0 1 2 1, , ,..., ,n na x x x x x b−= = 

 كه در آن 
0 1 2 ... nx x x x< < < < 

1دهيم     قرار مي  و 2 1 2 1 0 1,..., ,n n nx x x x x x x x x−− = ∆ − = ∆ − = 2نقاط  . ∆ 1,..., ,nc c c    را بـه 
0هاي  ترتيب در زير بازه 1[ , ]x x ، 1 2[ , ]x x ، … ، 1[ , ]n nx x−كنيم كه   چنان انتخاب مي 

0 1 1 1 2 2 1, ,....., .n n nx c x x c x x c x−≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ 
2در هر يك از اين نقاط مقدار تابع  1( ) ,..., ( ) , ( )nf c f c f c را پيدا كرده و حاصلجمع زير را تشكيل 

 :دهيم  مي

(*) 1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n n n i i
i

S R f f c x f c x f c x f c x
=

= = ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ 

 روي بـازة  ) f تـابع حاصـلجمع انتگـرال  يـا يـک    (f تابع حاصلجمع ريماناين حاصلجمع را  
[ ],a b به شكل زير توجه نماييد. نامند  مي∆ براي افراز : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١١ . ٦شکل 
M,فرض كنيم  mمطلق تابعماكزيمم و نيمم ميترتيب  به f بر بازة بستة [ ],a bدن باش. 
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 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ١٦

] بر بازة بستة     f تابع   چون ],a b  1پس به هر زيـر بـازة        .  پيوسته است[ , ]i ix x−  ،1,2,....,i n= 
1در نقـاط      fاكنون فرض كنيم كه تابع      . باشد  نيز پيوسته مي   1 0 1, [ , ]l u x x∈  ـ  ه ترتيـب داراي      ب

1 مطلق نيمم مي 1( )m f l= 1 مطلق ماكزيمم و 1( )M f u= ،باشد  
2در نقــاط  2 1 2, [ , ]l u x x∈ 2 مطلــق نــيمم مــي بــه ترتيــب داراي 2( )m f l= مطلــق مــاكزيمم و 

2 2( )M f u= ،باشد  
…………………………………………………………………………… 

,1در نقاط    [ , ]n n n nl u x x−∈      مطلـق    نـيمم   مـي  به ترتيـب داراي ( )n nm f l=   مطلـق   مـاكزيمم  و 
( )n nM f u=باشد . 

  در اين صورت

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n n n i i
i

S L f f l x f l x f l x f l x
=

= = ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ 

] در بازة f تابع حاصلجمع پايين ريمانرا  ],a bو ∆راي افراز  ب  

1 1 2 2
1

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )
n

n n n n i i
i

S U f f u x f u x f u x f u x
=

= = ∆ + ∆ + + ∆ = ∆∑ 

] در بازة f تابع حاصلجمع بالاي ريمانرا  ],a b ناميم  مي∆ براي افراز. 
]1چون به ازاي هر      , ]i i ic x x−∈   داريم ( ) ( ) ( )i i if l f c f u≤ ∆0ix و هر    ≥ شـود     نتيجه مـي   ،<

 كه 
( ) ( ) ( ) ( 1, 2,..., )i i i i i if l x f c x f u x i n∆ ≤ ∆ ≤ ∆ = 

 و بنابراين 

1 1 1
( ) ( ) ( )

n n n

i i i i i i
i i i

f l x f c x f u x
= = =

∆ ≤ ∆ ≤ ∆∑ ∑ ∑ 

 يعني، 
( ) ( ) ( ).n n nL f R f U f≤ ≤ 

 به عبارت ديگر، 
(2)      nn nS S S≤ ≤ 

)ر هندسي نامساوي اخير براي بيتع ) 0f x اي كه مساحتش   در اين حقيقت نهفته است كه ناحيه≤
n,هاي     است بين مساحت   nSبرابر با    nS S      قرار دارد، يعني، براي nS  يك كران پايين و يك كـران 

 :به شكل زير توجه نماييد . ايم بالا پيدا كرده
 
 
 
 
 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
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 ١٧

 
 

 ١٢ . ٦شکل 
 :پردازيم  هاي بالا و پايين ريمان مي حال به بيان بعضي از خواص حاصلجمع

( )a 1,2چون به ازاي هر,...,i n= ،( ) ( )i i i if l m M f u= ≤ ∆0ix و = > ، 
)پس  1, 2,..., ) ( ) ( )i i i ii n f l x f u x= ∆ ≤   و لذا ∆

.
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

i i i i n n
i i

f l x f u x L f U f
= =

∆ ≤ ∆ ⇔ ≤∑ ∑ 

 .) تابعي ثابت باشدfافتد كه  تساوي در حالتي اتفاق مي(
( )b چون 

1 2, ,..., nm m m m m m≥ ≥ ≥ 
]  بر f تابع  مطلقنيمم مي mكه در آن  ],a bريم است، دا 

1 1 2 2 1 2

1 2

... ...
( ... ) ( )

n n n n

n

S m x m x m x m x m x m x
m x x x m b a

= ∆ + ∆ + + ∆ ≥ ∆ + ∆ + + ∆
= ∆ + ∆ + + ∆ = −

 

 بنابراين 
(3) .( ) ( )nnL f S m b a= ≥ − 

( )c  چون 
1 2, ,..., nM M M M M M≤ ≤ ≤ 

] بر f مطلق تابع ماكزيمم Mكه در آن  ],a b است، داريم  
1 1 2 2 1 2

1 2

... ...
( ... ) ( )

n n n n

n

S M x M x M x M x M x M x
M x x x M b a

= ∆ + ∆ + + ∆ ≤ ∆ + ∆ + + ∆

= ∆ + ∆ + + ∆ = −
 

 بنابراين 
( ) ( ). (4)nnU f S M b a= ≤ − 

 آوريم   بدست مي(4) و (3)، (2)در نتيجه از 
( ) ( ). (5)nn nm b a S S S M b a− ≤ ≤ ≤ ≤ − 

 . اكنون براي بيان تعريف زير آماده هستيم
 

] از بازة   ∆ اگر براي هر افراز دلخواه       :ف  تعري ],a b 0 به طوري كه∆  و هر انتخاب نقطـة  →

ic 1 در زير بازة[ , ]i ix x− حاصلجمع ريمان  

1
( ) ( )

n

n n i i
i

S R f f c x
=

= = ∆∑ 

PDF created with FinePrint pdfFactory Pro trial version http://www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
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 انتگرال معین:٦فصل
 

 ١٨

] بر بـازة  fحد انتگرال معين تابع ميل كند، آنگاه ايـن   S رد به سمت حد منحصر به ف      ],a b 
 ناميده شده و با 

( )
b

a
f x dx∫ 

 ،لذا، بنابر تعريف . شود نمايش داده مي

 
0 1

lim ( ) ( ) . (6)
n b

i i a
i

f c x f x dx
∆ →

=

∆ =∑ ∫ 

0ε،يعني، به ازاي هر      0δ، عددي مانند    <  كه براي   ∆ هر افراز    یكه به ازا     وجود دارد به طوري    <
∆δآن  ]1 در بازة بستة ic و هر انتخاب > , ]i ix x− ،1,2,...,i n= :  

1
| ( ) | .

n

i i
i

f c x S ε
=

∆ − <∑ 

 .نامند  ميتابع زير انتگرال را f و حد بالايي انتگرالرا  b، حد پاييني انتگرال را aعدد 
]بازة  ],a b ،و گيري بازة انتگرال x شود  ناميده ميگيري متغير انتگرال. 

رود  بكار مي»  SUM«است كه براي لغت حاصلجمع  Sكشيده شدة حرف » ∫«علامت انتگرال 
 . استx همان ديفرانسيل متغير dxو علامت 

 

 بر بـازة  fگوييم تابع   وجود داشته باشد، در اين صورت مي  (6) حد   f اگر براي تابع     :تعريف  

[ ],a b استپذير انتگرال . 
 

]ند اي مان  در تعريف افراز بازه  :تبصره   ],a b   مثـل  جهت يافتن حاصلجمع ريمان بـراي افـرازي 
 ها داراي طول مساوي باشند، يعني،  ، اگر كلية زير بازه∆

1 2 .... n
b ax x x x

n
−

∆ = ∆ = = ∆ = = ∆ 

] ه بستبازهافراز منظم يك  را ∆آنگاه افراز  ],a bدر چنين وضعيتي . نامند  مي 

.
01 1

( ) lim ( ) lim ( )
n nb

i ia n xi i
f x dx f c x f c x

→∞ ∆ →
= =

= ∆ = ∆∑ ∑∫ 

 

] از بازة    ∆منظم مانند   ز   در يك افرا   :نكته   ],a b   0، اگر∆ ، يعني طول بزرگترين زير بـازه       →
nلذا  بازه به سمت صفر ميل كرده و زيربه سمت صفر ميل كند، آنگاه طول هر → +∞ . 

nبرعكس اگر  → b آنگاه به علت اين كـه        ∞+ a x
n
−

∆ = = ∆0xبينـيم كـه       ، مـي  ∆ = ∆ → .
nبنابراين در چنين وضعيتي،  → ∆0x معادل است با ∞+ → . 
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 ١٩

 

)هاي پايين ريمان  كنيم كه حاصلجمع توجه مي (1) :م هنكات م )n nS L f= و بالاي ريمان 
( )n nS U f=باشــند، و بنــابراين اگــر   مــي(*)هــاي خاصــي از حاصــلجمع   حالــتf بــر [ ],a b 
كننـد و   ميـل مـي   Sهاي بالايي و پاييني ريمان به همـان حـد    پذير باشد، آنگاه حاصلجمع رالانتگ

 بنابراين، 

0 1
lim ( ) ( )

n b

i i ai
f l x f x dx

∆ →
=

∆ =∑ ∫ 

 و 

0 1
lim ( ) ( )

n b

i i ai
f u x f x dx

∆ →
=

∆ =∑ ∫ 

  يك افراز منظم باشد، آنگاه∆و به ويژه، اگر افراز 

1
lim ( ) lim ( ) ( )

n b

n i an n i
L f f l x f x dx

→∞ →∞
=

= ∆ =∑ ∫ 

 و 

1
lim ( ) lim ( ) ( )

n b

n i an n i
U f f u x f x dx

→∞ →∞
=

= ∆ =∑ ∫ 

limو در حقيقت، اين تساوي       ( ) lim ( )n nn n
L f U f

→∞ →∞
 روي  f به عنوان تعريف انتگرال معـينِ تـابع          =

]بازة   ],a b              ا اكنون شـما تعريـف انتگـرال متـر   ين را در حالـت كلّـي     ع ـ در نظر گرفته شده است، ام
 .ايد ديده
] بر بازة    f در شكل كلّي تعريف انتگرال معين تابع         (2) ],a b         لزومي ندارد كه حتـي تـابع f   بـر 

[ ],a bه عنوان انتگرال معين وجود داشته  پيوسته فرض شود، بلكه كافي است كه حد تعريف شده ب
 . باشد

 

 :تعبير هندسي انتگرال معين 
] بر بازة    fفرض كنيم تابع     ],a b    در اين صورت انتگرال معين تابع       .  پيوسته و نامنفي باشدf   بـر 

]بازة  ],a b اي كه به منحني  نظر عددي برابر است با مساحت ناحيه از( )y f x= خطوط ،x a= ،
x b= و محور X ،ها محدود شده است يعني  

(7) ( ) .
b

a
S f x dx= ∫ 
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 ٢٠

 
 
 

 ١٣ . ٦شکل 
 بـر بـازة   fكنيم كه تحت چه شرايطي انتگـرال معـين تـابعي ماننـد       را مطرح ميشحال اين پرس 

]اي مانند     بسته ],a b            وجود دارد ؟ قضية زير شرطي كـافي بـراي وجـود انتگـرال معـين را بدسـت 
 .دهد مي

 

] بـر بـازة بسـتة        fتـابع    اگر   : )نعيقضية وجودي انتگرال م    (١قضية   ],a b 

)پذير است، يعني،   بر اين بازه انتگرالfپيوسته باشد، آنگاه  )
b

a
f x dx∫موجود است . 

 امكان براي ما وجود     اين) و البته قدري تلاش   ( به استناد مطالب گفته شده تا اين مرحله          .اثبات
دارد كه قضيه بسيار مهم مورد نظر را ثابت كنيم، با وجود اين تنها به جهت رعايت اختصـار از ايـن                   

 .نماييم كار صرفنظر مي
 

 گيـري    گـرال  و حـدود انت    f بايستي توجه نمود كه انتگرال معين تنها به شكل تـابع             (1) :نكته  
. تـوان نمـايش داد؛ بسـتگي نـدارد           هر حرفي مي   باگيري، كه آن را     داشته و به متغير انتگرال    بستگی  

 هر حـرف ديگـري را       xتوان بجاي حرف      بنابراين، بدون آن كه مقدار انتگرال معين تغيير كند، مي         
 :جايگزين نمود 

 
( ) ( ) ... ( ) .

b b b

a a a
f x dx f t dt f z dz= = =∫ ∫ ∫ 

) وقتي كه مفهوم انتگرال معينِ       (2) )
b

a
f x dx∫           را معرفي نموديم اين فرض را اعمـال كـرديم كـه 

a b< .  در حالتي كهb a< ،خواهيم داشتبنابر تعريف ، 
( ) ( ) .

b a

a b
f x dx f x dx= −∫ ∫ 

a در حالتي كه (3) b=براي هر تابع بنابر تعريف، كنيم كه  فرض مي ،f داشته باشيم  
( ) 0

b

a
f x dx =∫ 

)البته به شرط آن كه  )f aوجود داشته باشد  . 
 

 محاسبة  با استفاده از تعريف انتگرال معين مطلوبست  :٤مثال 
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 ٢١

( )i ( )
b

a
kx dx a b<∫  ( )ii  b

a
m dx∫ كه در آن m عدد ثابتي است  

( )iii  b x

a
e dx∫.  

).حل )i  قطه نظر هندسي، مساله معادل است بـا محاسـبة مسـاحت          از نS اي كـه بـا     از ذوزنقـه
ــوط  yخط kx= ،x a= ،0,y x b= ــت  = ــده اس ــدود ش ــرال    .  مح ــت انتگ ــر علام ــابع زي ت

( )y f x kx= ]و به ويژه بر  (R بر = ],a b ( پيوسته است. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٤ . ٦شکل 
 

] بنابراين، براي محاسبة انتگرال معين ايـن حـق را داريـم كـه بـازة                  ],a b         را بـه هـر طريقـي كـه 
.  را بـه صـورت دلخـواه انتخـاب نمـاييم     icهاي تقسيم شده نقاط  خواهيم تقسيم كرده و در بازه      مي

شود، بـه شـرط آن        نتيجة محاسبة انتگرال معين، مستقل است از طريقي كه حاصلجمع تشكيل مي           
]بازة  . ها به صفر ميل كنند      كه طول زير بازه    ],a b    را به n    طـول  . كنـيم    قسمت مساوي تقسيم مي

x∆ از هر زير بازه مساوي با b ax
n
−

∆  :باشند  نقاط تقسيم به صورت زير مي.  است=

0 1 2, , 2 ,...., ,..., .i nx a x a x x a x x a i x x a n x b= = + ∆ = + ∆ = + ∆ = + ∆ = 
 :گيريم   نقاط انتهايي چپ هر زير بازه را در نظر ميicبراي نقاط 

1 2 3, , 2 ,..., ( 1) .nc a c a x c a x c a n x= = + ∆ = + ∆ = + − ∆ 
)دهيم؛ داريم   تشكيل ميf براي تابع حاصلجمع پايين ريمان را )i if c kc= و لذا  
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 ٢٢

1 2( ) ...
[ ( )] ... { [ ( 1) ]}

{ ( ) ( 2 ) ... [ ( 1) ]}
{ [ 2 ... ( 1) ]}
{ [1 2 ... ( 1)] } ,

n n nS L f kc x kc x kc x
ka x k a x x k a n x x
k a a x a x a n x x
k na x x n x x
k na n x x

= = ∆ + ∆ + + ∆
= ∆ + + ∆ ∆ + + + − ∆ ∆
= + + ∆ + + ∆ + + + − ∆ ∆
= + ∆ + ∆ + + − ∆ ∆
= + + + + − ∆ ∆

 

bكه در آن  ax
n
−

∆  حال با توجه به اين كه . =
( 1)1 2 ... ( 1) ,

2
n nn −

+ + + − = 
 آوريم  بدست مي

( 1) 1( ) [ ] [ ]( ).
2n n

n n b a b a n b aS L f k na k a b a
n n n n

− − − − −
= = + = + − 

1limچون 
n

n
n→∞

 شود كه  ، نتيجه مي−
2 2

lim lim ( ) [ ]( ) .
2 2n nn n

b a b aS S L f k a b a k
→∞ →∞

− −
= = = + − = 

                         بنابراين
2 2

2
b

a

b akx dx k −
=∫. 

 
 مجددا بدست نقاط انتهايي راست هر زير بازه را در نظر بگيريم ، ic اگر براي نقاط :توجه 
 ،  می آوريم

2 2

lim lim ( ) .
2

b
n n an n

b aS S U f k kx dx
→∞ →∞

−
= = = = ∫. 

 
( )ii   براي [ ],a b    يعني فاصلة   (گيريم     را در نظر مي    ∆ افراز منظم[ ],a b    را به n   قسمت مساوي 
 مطابق تعريف داريم ). كنيم مي

0 1 1
lim lim ( ).

n nb

i ia ni i
m dx m x m x m b a

∆ → →∞
= =

= ∆ = ∆ = −∑ ∑∫ 

در اينجا   
1

n

i
i

x
=

]هايي است كه از تقسيم     هاي زير بازه     حاصلجمع طول  ∑∆ ],a b  بدست آمـده اسـت  .

bها برابر بـا       حتي بدون توجه به اين كه چه افرازي را در نظر بگيريم، حاصلجمع طول زير بازه                a− 
 .است

 
( )iii بازة [ ],a b را به nكنيم   قسمت مساوي تقسيم مي: 

.0 1, ,..., ,n
b ax a x a x x a n x x

n
−

= = + ∆ = + ∆ ∆ = 
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 ٢٣

]در بازة  ]1,i ix x− براي ic1كنيم، يعني،   نقطة انتهايي چپ را اختيار ميi ic x  در اين صورت . =−
1 2

( 1)

2 ( 1)

( ) ( ) ( ) ... ( )

...
(1 ... ) .

n n n
a a x a n x

a x x n x

S L f f c x f c x f c x
e x e x e x
e e e e x

+∆ + − ∆

∆ ∆ − ∆

= = ∆ + ∆ + + ∆

= ∆ + ∆ + + ∆

= + + + + ∆

 

xeعبارت داخل پرانتز يك تصاعد هندسي با قدر نسبت    است، بنابراين 1 و جملة اول ∆
1( ) ( 1) .
1 1

n x
a a n x

n n x x
e xS L f e x e e
e e

∆
∆

∆ ∆

− ∆
= = ∆ = −

− −
 

                       در اين صورت داريم
0

, lim 1
1xx

xn x b a
e ∆∆ →

∆
∆ = − =

−
 

بنابر قاعدة هوپيتال، (
0 0

1.lim lim 1
1z zz z

z
e e→ →

= =
−

 بنابراين، ) 
lim lim ( ) ( 1)a b a b a

n nn n
S L f e e e e−

→∞ →∞
= = − = − 

b                  يعني،  x b a

a
e dx e e= −∫ . 

 

 شرطي كافي براي وجود انتگرال معين يـك تـابع بـر يـك بـازة بسـته را              1 قضية   :نكتة مهم   

)انتگـرال معـين   اما اين شرط لازم نيست، يعني، ممكن اسـت     . دهد  بدست مي  )
b

a
f x dx∫  موجـود 

]بر  f ولي تابع بوده ],a bبه مثال زير توجه نماييد .  پيوسته نباشد: 
 

  با ضابطة f تابع  :٥مثال 
0 , 0

( )
1 , 0

x
f x

x
≠

=  =
 

] اين تابع در     نشان دهيد كه  . تعريف شده است   1 پيوسـته نيسـت ولـي        −[1,1

1
( )f x dx

 موجـود   ∫−
 .است

] را بر بازة f ابتدا حاصلجمع پايين ريمان .حل داريم . دهيم  تشكيل مي−[1,1
1 ( 1) 2x

n n
− −

∆ = 0و   = 11, 1 ,..., 1 ,..., 1 1i nx x x x i x x n x= − = − + ∆ = − + ∆ = − + ∆ =. 
]1زة با , ]i ix x−چه عدد صفر به اين زير بازه تعلق داشته باشد و چه تعلق . گيريم  را در نظر مي

)است، يعني،  0 بر اين بازة f تابع نيمم مينداشته باشد، بديهي است كه  ) 0if l  بنابراين . =

1
( ) ( ) 0.

n

n i
i

L f f l x
=

= ∆ =∑ 

] بر بازة    fسپس حاصلجمع بالاي ريمان تابع       اي متعلق به      نقطه 0اگر  . دهيم   را تشكيل مي   −[1,1
)1بازة باز  , )i ix x− 1 باشد، يعني, 0i ix x − )، آنگاه ≠ ) 1, 0i if u u=   و لذا =
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 ٢٤

1

( ) ( ) 0 ... 0 ( ) 0 ... 0

2 2( ) 1 .

n

n i i
i

i

U f f u x f u x

f u x
n n

=

= ∆ = + + + ∆ + + +

= ∆ = × =

∑
 

0ixاما اگـر، مـثلاً       ]1 بـه دو بـازة        0 ، آنگـاه  = , ]i ix x−   1 و[ , ]i ix x  تعلـق دارد و لـذا در بـازة          +
1[ , ]i ix x− ،0i iu x= ]1 و در بازة = , ]i ix x +، 1 0i iu x+ =  بنابراين . =

.1
1

2 2 4( ) ( ) 0 ... 0 ( ) ( ) 0 ... 0
n

n i i i
i

U f f u x f u x f u x
n n n+

=

= ∆ = + + + ∆ + ∆ + + + = + =∑ 

به اين دليل است كه در هر حال 
1

40 ( ) ( )
n

n i
i

U f f u x
n=

≤ = ∆   و بنابراين ∑≥

lim ( ) lim ( ) 0n nn n
L f U f

→∞ →∞
= = 

] بر f، يعني  1پذير است و  ال انتگر−[1,1

1
( ) 0f x dx

−
=∫ . 

شود كه     اكنون به سادگي ديده مي    
0

lim ( ) 0 (0)
x

f x f
→

= 0x در نقطة    f، يعني، تابع    ≠  پيوسته  =
]نيست و لذا در بازة   .باشد  پيوسته نمي−[1,1

پـذير    اي انتگـرال    كنيم كه آيا تابعي وجود دارد كه بر هيچ بـازة بسـته               اين پرسش را مطرح مي     حال
 .نباشد ؟ جواب مثبت است

 

 يريكله، د ثابت كنيد كه تابع  :٦مثال 
0 ,

( )
1 ,

x
f x

x


= 


 

]اي مانند  بر هيچ بازة بسته ],a bباشد پذير نمي  انتگرال. 

 كنيم   را در نظر گرفته و فرض مي∆افرازي مانند . حل

0 1 2 1... n na x x x x x b−= < < < < < = 
1iكه در آن     i ix x x−− = ]1هـاي     در حالت اول در كلية زيـر بـازه        . ∆ , ]i ix x−    نقـاط ic    را منطـق 
aدانيم كه     مي(كنيم    اختيار مي  b<    كنيم كه بـين       مي و يادآوري,b a        بـه تعـداد نامتنـاهي نقـاط 

 در اين صورت حاصلجمع ريمان ). منطق و نقاط اصم وجود دارد

1 1 2 2
1

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

1. 1. ... 1. ...

n

n i i n n
i

n n

R f f c x f c x f c x f c x

x x x x x x b a
=

= ∆ = ∆ + ∆ + + ∆

= ∆ + ∆ + + ∆ = ∆ + ∆ + + ∆ = −

∑ 

lim                           و بنابراين  ( )nn
R f b a

→∞
= − . 

]1هاي    در حالت دوم در كلية زير بازه       , ]i ix x−   نقاط ic      در ايـن صـورت     . كنـيم    را اصم اختيـار مـي
 حاصلجمع ريمان 

 اصم
 منطق
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 ٢٥

1 1 2 2
1

1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ... ( )

0 0 ... 0 0

n

n i i n n
i

n

R f f c x f c x f c x f c x

x x x
=

= ∆ = ∆ + ∆ + + ∆

= ∆ + ∆ + + ∆ =

∑ 

lim                               و بنابراين  ( ) 0nn
R f

→∞
=. 

)گيريم كه  از اينجا نتيجه مي )
b

a
f x dx∫وجود ندارد . 

 

 در تمام نقاط يك بازة بسته تعريف شـده و در تمـامي نقـاط        g و   fو تابع    اگر د  :نكتة مهم   
ها، ديگـري     پذيري يكي از آن     اين بازة به استثناي يك نقطه از آن برابر باشند، آنگاه به شرط انتگرال             

براي اثبـات ايـن مطلـب اولاً لازم         . با هم برابر هستند   پذير و مقدار نهايي اين دو انتگرال          هم انتگرال 
و ثانياً نيـاز    ) كه كار قسمت بعدي است    (است كه خواص ديگري از انتگرال معين بيان و ثابت گردد            

 .داريم» توسعیانتگرال «به تعريف 
 

 ن يهاي انتگرال مع  ويژگي٣. ٦
تـر شـدن      بـراي سـاده   . نمـاييم    مي در اين قسمت برخي از خواص مهم انتگرال معين را بيان و ثابت            

هاي ريمان بازه  يعني در نوشتن حاصلجمع(گيريم  ها معمولاً افراز را يك افراز منظم در نظر مي اثبات
 ). كنيم  قسمت مساوي نقسيم ميnرا به 

 
] در بازة f اگر تابع  :٢قضية  ],a bپذير بوده و   انتگرالk  عدد حقيقي ثابتي باشد، آنگاه 

( ) ( ) .
b b

a a
k f x dx k f x dx=∫ ∫ 

  بنابر تعريف انتگرال معين داريم،.اثبات

1 1

1

( ) lim ( ) lim ( )

lim ( ) ( ) .

n nb

i ia n ni i
n b

i an i

k f x dx k f c x k f c x

k f c x k f x dx

→∞ →∞
= =

→∞
=

= ∆ = ∆

= ∆ =

∑ ∑∫

∑ ∫
 

توجه كنيد كه چون، بنابر فرض،      
1

( ) lim ( )
nb

ia n i
f x dx f c x

→∞
=

= توان عدد ثابت   موجود است، مي∫∑∆

kرا از علامت حد بيرون آورد . 
 

]پذير بر بازة  دو تابع انتگرال  g و f اگر  :٣قضية  ],a b باشند، آنگاه  
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 ٢٦

( ( ) ( )) ( ) ( )
b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫ 

f، يعني، تابع  g+ بر  هم[ ],a bپذير است  انتگرال . 

  بنابر تعريف انتگرال معين داريم، .اثبات

1 1 1

( ( ) ( ) ) lim ( ( ) ( )) lim( ( ) ( ) )
n n nb

i i i ia n ni i i
f x g x dx f c g c x f c x g c x

→∞ →∞
= = =

+ = + ∆ = ∆ + ∆∑ ∑ ∑∫ 

 g و fپذيري توابع  و با توجه به انتگرال

1 1

lim ( ) lim ( )

( ) ( ) .

n n

i in ni i
b b

a a

f c x g c x

f x dx g x dx

→∞ →∞
= =

= ∆ + ∆

= +

∑ ∑

∫ ∫
 

 

ــيم  ــع  :تعم ــر تواب 2 اگ 1,..., ,mf f f  ــازة ــر ب ] ب ],a bــرال ــذير باشـ ـ  انتگ ــابع   نپ ــاه ت د، آنگ

1 2 ... mf f f± ± ] نيز بر ± ],a bپذير است و   انتگرال 

1 2

1 2

( ( ) ( ) ... ( ))

( ) ( ) ... ( ) .

b

ma
b b b

ma a a

f x f x f x dx

f x dx f x dx f x dx

± ± ±

= ± ± ±

∫
∫ ∫ ∫

 

 .دتوان اين مطلب را ثابت نمو  و استقراي رياضي مي ٣ و ٢های  با استفاده از قضية .اثبات
 

 ، معادلةa ،b ،c براي هر سه عدد  :٤قضية 

(8) ( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

 .ها وجود داشته باشند برقرار است، به شرط آن كه در معادلة بالا تمامي انتگرال

aيم  ابتدا فرض كن.اثبات c b< ] بر f، و حاصلجمع ريمان تابع > ],a bدهيم  را تشكيل مي. 
]چون حد حاصلجمع انتگرال مستقل است از نحوة تقسيم بازة            ],a b   ها، ما      به زير بازه[ ],a b   را به 

در اين صورت ما .  يكي از نقاط تقسيم باشد cكنيم كه نقطة  ها تقسيم مي زير بازهطريقي به 
b

a
∑ 

]را، كه متناظر است به بازة        ],a b  كنيم  ، بدو حاصلجمع افراز مي :
c

a
] كه متناظر است به ∑ , ]a c ،

و 
b

c
]، كه متناظر است به ∑ , ]c b .در اين صورت 

.( ) ( ) ( )
b c b

i i i i i i
a a c

f c x f c x f c x∆ = ∆ + ∆∑ ∑ ∑ 
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 ٢٧

] از بازة ∆افراز ( , ]a bلزوماً منظم نيست .( 
∆0حال اگر از رابطة بالا حد بگيريم وقتي          maxيعنـي،    (→ 0ix∆ را بدسـت    (8)معادلـة   ) →

 .خواهيم آورد
aاگر  b c<  :توانيم بنويسيم  ، آنگاه بر اساس آنچه در بالا ثابت شده است مي>

( ) ( ) ( )
c b c

a a b
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

)     يا  ) ( ) ( )
b c c

a a b
f x dx f x dx f x dx= −∫ ∫ ∫ 

)ه دانيم ك اما مي ) ( )
c b

b c
f x dx f x dx= −∫  بنابراين . ∫

.( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٥ . ٦شکل 
 

 نسبت بهم داشته باشـند ثابـت         cوa  ،bاين خاصيت به روشي مشابه براي هر حالت ديگري كه           
ــي ــردد م ــوق تعبيـ ـ . گ ــكل ف ــة  ش ــي از معادل ــي    (8)ري هندس ــر، وقت ــارت ديگ ــه عب ــت، ب  اس

, ( ) 0a b c f x< <   مسـاحت هـای      مساوي است بـا حاصـلجمع      aABb ، آنگاه مساحت ذوزنقه      <
cCBb,هاي  ذوزنقه aACc . 

 

]پذير بر     دو تابع انتگرال   g و   f اگر    : ٥قضية   , ]a b         بوده، و بـه ازاي هـر [ , ]x a b∈   داشـته 
)باشيم  ) ( )f x g x≤ آنگاه ، 

(9) ( ) ( ) .
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ∫ 
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 ٢٨

) فـرض كنـيم      .اثبات ) ( ) ( )x g x f xξ = ]در ايـن صـورت بـه ازاي هـر           . − , ]x a b∈   داريـم 
( ) 0xξ  داريم ) ∆و براي افراز منظم (اكنون با توجه به تعريف انتگرال معين . ≤

1 1
( ) lim ( ) lim ( ( ) ( )) .

n nb

i i ia n ni i
x dx c x g c f c xξ ξ

→∞ →∞
= =

= ∆ = − ∆∑ ∑∫ 

,0                اما بديهي است كه  ( 1,2,..., ) ( ) ( ) ( ) 0i i ix i n c g c f cξ∆ > = = − ≥. 

)                    اين بنابر ) ( ( ) ( )) 0i i ic x g c f c xξ ∆ = − ∆  و≤
1
( ( ) ( )) 0

n

i i
i

g c f c x
=

− ∆ ≥∑  

و لذا 
1 1

lim ( ) lim ( ( ) ( )) 0
n n

i i in ni i
c x g c f c xξ

→∞ →∞
= =

∆ = − ∆ ≥∑  ، يعني،∑

( ) ( ( ) ( ) ) 0
b b

a a
x dx g x f x dxξ = − ≥∫ ــا ∫ ) يــ ) ( ) 0

b b

a a
g x dx f x dx− ≥∫ ــه و ∫  از آن نتيجــ

)شود،  مي ) ( )
b b

a a
g x dx f x dx≥∫  . است(9)، كه همان ∫

)ر اگــ ) 0g x ) و < ) 0f x چــون .  بخــوبي توصــيف شــده اســتزيــر ايــن خاصــيت در شــكل  <
( ) ( )g x f x≥      1، مساحت ذوزنقه منحني الخط 1aA B b    2الخـط      از مساحت ذوزنقه منحني 2aA B b 
 .كند تجاوز نمي

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٦ . ٦شکل 

]كه بر بازة بستة  f براي هر تابع :نتيجه  , ]a b تعريف شده باشد، نامساوي زير برقرار است : 

.( ) ( )
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫ 

] به ازاي هر .اثبات , ]x a b∈هاي بديهي   نامساوي( ) ( ) ( )f x f x f x− ≤ .  برقرار است≥
 كنيم و داريم   استفاده مي٥حال از قضية 

( ) ( ) ( ) .
b b b

a a a
f x dx f x dx f x dx− ≤ ≤∫ ∫ ∫ 
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 ٢٩

)                                         گيريم كه از اينجا نتيجه مي ) | ( ) |
b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫  

|و چون بديهي است كه همواره  ( ) | 0
b

a
f x dx |، پس ∫≤ ( ) | | ( ) |

b b

a a
f x dx f x dx=∫ ∫  

 و بنابراين 
( ) | ( ) | .

b b

a a
f x dx f x dx≤∫ ∫ 

 

توان ثابت نمود كه اگر تابعي در يك بازة بستة    مي توسعی  با استفاده از مفهوم انتگرال:نكته 
پيوسته بوده و فقط در تعدادي متناهي نقطه ناپيوستگي داشته باشد و تابع در اين نقاط داراي 

 .پذير است حدود چپ و راست باشد، باز هم تابع در آن بازه انتگرال

 
3 مطلوبست محاسبة  :٧مثال 

0
[ ]x dx∫ . 

)دانيم كه تابع       مي  :حل ) [ ]f x x=                 در هر نقطة صحيح ناپيوسـته و در هـر نقطـة غيـر صـحيح 
nهمچنين اگر . پيوسته است Z∈ عدد صحيح دلخواهي باشد آنگاه  

lim [ ]
x n

x n
+→

limو   = [ ] 1
x n

x n
−→

= − 
تـوان    اكنون مي . براي تابع جزء صحيح موجود است      n، يعني، حدود چپ و راست در نقطه صحيح          

 نوشت 
3 1 2 3

0 0 1 2

1 2 3

0 1 2

[ ] [ ] [ ] [ ]

0 1 2 0 (2 1) 2(3 2)

1 2 3.

x dx x dx x dx x dx

dx dx dx

= + +

= + + = + − + −

= + =

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫ ∫ 

 

]تابعي پيوسته بر بـازة بسـتة    f فرض كنيم :٦قضية   , ]a b اگـر  .  باشـد,M m   بـه ترتيـب ، 
] بر fنيمم مطلق و ماكزيمم مطلق تابع  مقادير، مي , ]a b باشند، آنگاه  

(10)       ( ) ( ) ( ).
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ 

] بر   f چون    :اثبات , ]a b           پيوسته است، بنـابر قضـيه مقـدار نهـايي وجـود مـاكزيمم مطلـق و 
] بر fنيمم مطلق تابع  مي , ]a bحال به ازاي هر .  تضمين شده است[ , ]x a b∈ ، 

( )m f x M≤ ≤ 
  ،٥و لذا، با استفاده از قضية 
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 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٣٠

( ) .
b b b

a a a
m dx f x dx M dx≤ ≤∫ ∫ ∫ 

) ٤اما بنابر مثال  )ii ،( ) , ( )
b b

a a
M dx M b a m dx m b a= − = −∫  بنابراين . ∫
( ) ( ) ( ).

b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ 

bهاي فوق بر عدد مثبت  از تقسيم طرفين نامساوي a−آوريم،   بدست مي 

.(11) 1 ( )
b

a
m f x dx M

b a
≤ ≤

− ∫ 
 

] بر بازة    f فرض كنيم تابع      :٦تعبير هندسي قضية     , ]a b        ،پيوسـته و نـامنفي باشـد 

]يعني به ازاي هر      , ]x a b∈    ،داشته باشيم ( ) 0f x )در اين صورت انتگرال معين      .  ≤ )
b

a
f x dx∫ 

)دهد كه محدود است به منحني     اي را بدست مي     مساحت ناحيه  )y f x= محور ،X  ها، و خطوط
,x b x a= )اين مساحت بزرگتر از مساحت مستطيلي است كه ابعاد آن           . = ) ,b a m−    هسـتند و 

)ت كه ابعادش كوچكتر از مساحت مستطيلي اس ) ,b a M−باشند  مي. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ١٧ . ٦شکل 

1 مقـدار    :تبصره   ( )
b

a
f x dx

b a− ] در بـازة     f تـابع    مقدار متوسط يـا ميـانگين      را   ∫ , ]a b 
 : دهيم  در زير توضيحي براي اين نامگذاري ارائه مي. نامند مي

]راي بازة ب , ]a b گيريم، يعني،   را در نظر مي∆ افراز منظمb ax
n
−

∆   و=

1 2 1, , 2 ,...., ( 1) , .n na x x a x x a x x a n x x b−= = + ∆ = + ∆ = + − ∆ = 
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 ٣١

]بر بازة  fدانيم كه اگر تابع  مي , ]a bل معين پذير باشد، مقدار انتگرا  انتگرال( )
b

a
f x dx∫ مستقل 

]است از نحوة تقسيم بازة  , ]a b1هاي   به زير بازه[ , ]i ix x− و نيز مستقل است از نحوة انتخاب نقطة 
ic 1 در زير بازة[ , ]i ix x− .گيريم  ياكنون حاصلجمع ريمان زير را در نظر م: 

1

1 1

( )
( ) ( ) ( ) .

n

in n
i

i i
i i

f xb af x x f x b a
n n

=

= =

−
∆ = × = −

∑
∑ ∑ 

] بر fچون، بنا بر فرض، انتگرال معين , ]a bموجود است، پس  
  

0 1 1
lim ( ) lim ( )

n n

i ini i
f x x f x x

∆ → →∞
= =

∆ = ∆∑ ∑ 

1

( )
lim( ) ( ) .

n

i bi
an

f x
b a f x dx

n
=

→∞
= − =

∑
∫ 

 و به اين دليل است كه رابطه تقريبي 

1

( )
( ) ( )

n

ib i
a

f x
f x dx b a

n
=≈ −

∑
∫ 

 يا

                                  1

( )
1 ( )

n

ib i
a

f x
f x dx

b a n
=≈

−

∑
∫  

 در رابطه اخير عبارت . نويسيم را مي

1 1 2

( )
( ) ( ) ... ( )

n

i
i n

f x f x f x f x
n n

= + + +
=

∑
 

2ميانگين مقادير  يا در حقيقت همان مقدار متوسط  1( ) ,..., ( ) , ( )nf x f x f xاست  . 
 

] بر بازة fدهد كه براي تابعي مانند   اين امكان را به ما مي      ٦ قضية   :نكته , ]a b به شرط آن كه ،

)در مفروضات قضيه صدق كند، بدون محاسبة انتگرال معين           )
b

a
f x dx∫       براي انتگرال، كران بـالا و 

 .كران پاييني پيدا كنيم
 

 .هاي زير را تخمين بزنيد  مقدار انتگرال :٨مثال 

( )i
3 3

1
3I x dx= +∫                  ( )ii 3

4

sin xI dx
x

π

π= ∫  
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 ٣٢

( )iii
4 3 2
1
2

( 6 9 1)I x x x dx= − + +∫  

). حل )i    3 چون تابع( ) 3f x x= نـيمم مطلـق و        مـي   سـت  صـعودي اكيـد ا     [1,3] بر بازة    +
  بر اين بازه به ترتيب عبارتنداز fماكزيمم مطلق 

.(1) 3 1 2 , (3) 30m f M f= = + = = = 
3همچنين  1 2b a− = −   داريم (10)بنابراين با استفاده از . =

3 3

1
2 2 3 30 2x dx× ≤ + ≤ ×∫ 

 ،يعني، 
.3 3

1
4 3 2 30 10.95x dx≤ + ≤ ≈∫ 

( )ii  تابع زير علامت انتگرالsin( ) xf x
x

] بر بازة = , ]
4 3
π π نزولي اكيد است، زيرا مشتق آن  

2 2

cos sin ( ) cos( ) 0.x x x x tg x xf x
x x

− −′ = = < 

3نيمم مطلق تابع عبارت است از         بنابراين مي  3( )
3 2

m f π
π

=  اسـت    و ماكزيمم مطلق آن عبارت     =

2از  2( )
4

M f π
π

= =. 
  داريم، (10) بنابراين با استفاده از 

3

4

3 3 sin 2 2( ) ( )
2 3 4 3 4

x dx
x

π

π
π π π π

π π
− ≤ ≤ −∫ 

 ،يعني، 
3

4

3 sin 20.22 0.24.
8 6

x dx
x

π

π≈ ≤ ≤ ≈∫ 

( )iii   3 داريم 2( ) 6 9 1f x x x x= − + ]1 و اين تابع بر      + ,4]
2

حال نقاط بحراني   . ستپذير ا    مشتق 

]1بر بازة  fتابع  ,4]
2

 :آوريم   را بدست مي
3x )2 يا= ) 3 12 9, ( ) 0 1f x x x f x x′ ′= − + = ⇔ = 

]1  برپس نقاط بحراني تابع ,4]
2

 كنيم كه   ملاحظه مي. 3,1 منحصر هستند به 

.1 33(1) 5, (3) 1, (4) 5, ( )
2 8

f f f f= = = = 

ــابع   ــس تـ ــر fپـ ]1 بـ ,4]
2

ــي ــق    داراي مـ ــيمم مطلـ (3)نـ 1m f= ــق  = ــاكزيمم مطلـ  و مـ
(1) (4) 5M f f= =   داريم،(10) بنابراين با استفاده از .می باشد=
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 ٣٣

4 3 2
1
2

1 11 (4 ) ( 6 9 1) 5(4 )
2 2

x x x dx× − ≤ − + + ≤ −∫ 

 يا
                                  . 4 3 2

1
2

3.5 ( 6 9 1) 17.5x x x dx≤ − + + ≤∫  

 .پردازيم ها مي اكنون به بيان و اثبات قضية مقدار ميانگين براي انتگرال
 

بـر بـازة    f اگـر تـابع   ) :ها قضية مقدار ميانگين براي انتگرال (٧قضية 
]بستة  , ]a bاي مانند   پيوسته باشد، آنگاه نقطه[ , ]c a b∈ وجود دارد به طوري كه  

(12)     ( ) ( ) ( ).
b

a
f x dx b a f c= −∫ 

aكنيم كه      براي صراحت فرض مي    .اثبات b<)    در حالتa b=   تـابع  چون  ).  حكم بديهي است
f بر بازة بستة [ , ]a b نهـائی  پيوسته است پس بنابر قضية مقدارf   بـر[ , ]a b   بـه ترتيـب داراي 
 ،٦است و لذا، بنابر قضية  Mو ماكزيمم مطلق mنيمم مطلق  مي

.( ) ( ) ( )
b

a
m b a f x dx M b a− ≤ ≤ −∫ 

bهاي بالا را بر عدد مثبت  حال طرفين نامساوي a−آوريم   تقسيم كرده و بدست مي 
1 ( ) .

b

a
m f x dx M

b a
≤ ≤

− ∫ 

1اگر قرار دهيم  ( )
b

a
f x dx

b a
λ =

− mدهند كه  هاي بالا نشان مي ، آنگاه نامساوي∫ Mλ≤ ≤ .
,فرض كنيم  [ , ]m Mx x a b∈ چنان باشند كه ( )mm f x= و ( )MM f x= .توان فرض نمود  مي

mكه  Mx x≠) صورت  در غير اينfمثلاً .)  تابعي ثابت بوده و مجدداً حكم بديهي استm Mx x< .
]حال بازة بستة  , ]m Mx xاي از  زير بازه[ , ]a b است و لذا تابع fبر [ , ]m Mx x نيز پيوسته 

)چون  يانياكنون بنابر قضية مقدار م. باشد مي ) ( )m Mf x m M f xλ= ≤ ≤ اي مانند  ، نقطه=
[ , ]m Mc x x∈ وجود دارد به طوري كه ( )f c λ= ،1، يعني ( ) ( )

b

a
f x dx f c

b a
=

− ∫. 
]اي مانند  شود كه نقطه  از اينجا نتيجه مي , ]c a b∈ وجود دارد به طوري كه 
( ) ( ) ( )

b

a
f x dx b a f c=  .  و قضيه ثابت شده است∫−

 براي توصيف :ها  تعبير هندسي قضية مقدار ميانگين براي انتگرال
]كنيم كه به ازاي هر  ، فرض مي٧هندسي قضية  , ]x a b∈ ،( ) 0f x در اين صورت . ≤

( )
b

a
f x dx∫منحني با که اي است   از نظر عددي برابر با مساحت ناحيه ( )y f x= محور ،x ها و

x,خطوط  b x a= ]در  cاي مانند  كند كه نقطه  بيان مي٧قضية .  محدود شده است= , ]a b 
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 ٣٤

) با بلندي AEFBوجود دارد به طوري مساحت مستطيل  )f c و پهناي ( )b a− مساوي با 
 . استADCBمساحت ناحية 

 
 
 
 
 
 
 

 ١٨ . ٦شکل 

 cاين قضيه روشي را جهت يافتن .  در قضية فوق لزوماً منحصر به فرد نيستc مقدار :تبصره 
پردازد، و همين مطلب در اثبات قضاياي   ميcند، بلكه فقط به بيان وجود مقداري مانند ك ارائه نمي

 را پيدا كنيم، همچنانكه در مثال cتوانيم مقدار  هاي خاصي مي البته در حالت. رود ديگر بكار مي
 .زير توضيح داده شده است

 

  را كه در رابطة c مقدار نيدپيدا ك  :٩مثال 
3

0
( ) (3 0) ( )f x dx f c= −∫ 

 كند، هرگاه بدانيم كه  صدق مي
3( )f x x=. 

3آوريم،   بدست مي١ با روشي مشابه مثال .حل 3

0

81
4

x dx  اكنون داريم . ∫=
3 3 3 3 3

0

81 27(3 0) 3
4 4

x dx c c c= − ⇔ = ⇔ =∫ 

گيريم  يكه از آن نتيجه م
3

3
4

c = . 

 

از حــوزة تعريــف آن  xنـاميم در صــورتي كـه بــه ازاي هــر     مــيزوج  راf تـابع  :تعريــف 
( ) ( )f x f x= از حــوزة تعريــف آن  xنــاميم در صــورتي كــه بــه ازاي هــر   مــيفــرد را f و −

( ) ( )f x f x= − −. 
 فـرد  fها متقارن است، در حالي كه اگـر   Y زوج باشد، نمودار آن نسبت به محور fبنابراين اگر

)ملاحظه كنيد كه    . باشد  دأ مختصات متقارن مي   باشد، نمودار آن نسبت به مب      )
1

x
f x

x
=

+
 تابعي  
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 ٣٥

)1زوج،   )g x
x

)2 تابعي فرد و     = )h x x x= بالاخره توجه  .  تابعي است كه نه فرد و نه زوج است         +
 بايستي نسـبت بـه مبـدأ مختصـات          f تعريف    تابعي فرد يا زوج باشد، آنگاه حوزه       fكنيد كه اگر    

 متقارن باشد، يعني، 
Domf:حوزه تعريف( Df f=       (x Domf∈ اگر و فقط اگر x Domf− ∈. 

 

)                   تابعي فرد باشد، آنگاهf اگر (1) :تبصره  ) 0
a

a
f x dx

−
=∫ . 

تابعي زوج باشد، آنگاه  fاگر (2)                 
0

( ) 2 ( )
a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫ . 

x تابعي فرد باشد، لذا به ازاي هر fفرض كنيم (1) .اثبات Domf∈ ،( ) ( )f x f x− = −.  
 داريم 

0

0
( ) ( ) ( ) .

a a

a a
f x dx f x dx f x dx

− −
= +∫ ∫ ∫ 

0در انتگرال 
( )

a
f x dx

xدهيم   قرار مي∫− t=  آوريم   و بدست مي−

                                   
0 0 0

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( )

a

a a a
a a

f x dx f t d t f t dt f t dt

f t dt f t dt
−

= − − = − − = −

= − = −

∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

 

    و به دليل آن كه مقدار يك انتگرال معين به متغير آن بستگي ندارد، 
0 0

( ) ( )
a a
f t dt f x dx=∫ ∫ 

0و لذا 

0
( ) ( )

a

a
f x dx f x dx

−
= −∫ )گيريم كه  نتيجه مي. ∫ ) 0

a

a
f x dx

−
=∫. 

xد، لذا به ازاي هر  تابعي زوج باشf فرض كنيم (2) Domf∈ ،( ) ( )f x f x− =. 
 داريم 

0

0 0 0
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

a a a a

a a
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

−

− −
= + = − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 

اكنون در انتگرال 
0

( )
a
f x dx

−

xدهيم   قرار مي∫ t=  آوريم   و بدست مي−

0 0
( ) ( ) ( )

a a
f x dx f t d t

−
= − −∫ ــا ∫  ي

0 0
( ) ( )

a a
f x dx f t d t

−
= − −∫ ــا . ∫ ام( ) ( )f t f t− ــذا =  و ل

0 0
( ) ( )

a a
f x dx f t d t

−
= −∫   و چون مقدار انتگرال معين به متغير آن بستگي ندارد،∫

.
0 0

( ) ( )
a a
f x dx f x d x

−
= −∫ ∫ 

 گيريم  از اينجا نتيجه مي
.

0
( ) 2 ( )

a a

a
f x dx f x dx

−
=∫ ∫ 

)  :١٠مثال  )i 1مطلوبست محاسبة انتگرال معين

1
. | |x dx

−∫ 

( )ii مطلوبست محاسبة انتگرال معين 
47

67

sin
2

x x dx
x− +∫. 
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 ٣٦

) .حل )i چون ( )f x x= يك تابع زوج است، داريم  
1 1 1

1 0 0

1| | 2 | | 2 2 ( ) 1.
2

x dx x dx xdx
−

= = = × =∫ ∫ ∫ 

( )iiن چو
4

6

sin( )
2

x xf x
x

=
+

 گيريم كه   تابعي فرد است، بدون محاسبه نتيجه مي
47

67

sin 0.
2

x x dx
x−

=
+∫ 
 

 ) اساسي(هاي بنيادي   قضيه٤.  ٦
محاسبة انتگرال معين به روشي كه از روي تعريف، و به عنوان حد يك حاصلجمع، انجام شد روشي                  

ه شد نوعـاً انتگـرال معـين تـوابعي بسـيار سـاده و       هايي كه آورد   كننده است و مثال     طولاني و خسته  
در قرن هفدهم ميلادي دو دانشمند بزرگ رياضي، نيوتن و لايبنيتـز، تقريبـاً بـه طـور                  . معمولي بود 

تـوان بـراي محاسـبه انتگـرال معـين از             همزمان ولي مستقل از يكديگر، نشان دادند كه چگونه مـي          
گر رابطة بين مشتق و انتگرال را يافتند هـدف مـا در             حساب ديفرانسيل استفاده نمود، به عبارت دي      

 . اين بخش بحث و بررسي اين مهم است
 در انتگرال معين 

( )
b

a
f x dx∫ 

معـين  در اين صورت مقـدار انتگـرال   . تغيير كند b ثابت بوده و حد بالاي aفرض كنيم حد پايين   
 . خواهد شدb تابعي از حد بالاييعني، انتگرال : نيز تغيير خواهد كرد 

 نشـان داده، و بـراي پرهيـز از اشـتباه متغيـر              xلذا به جهت حفظ نمادهاي معمول، حد بالا را بـا            
گيري در مقـدار انتگـرال معـين     اين تغيير در متغير انتگرال  (نشان خواهيم داد     tگيري را با      انتگرال

)در اين صورت انتگرال     ). تاثيري ندارد  )
x

a
f t dt∫   ثابـت     مقـدار  بـراي . آوريـم    را بدست مي a   ايـن ،

)ما اين تابع را با .  خواهد بودxانتگرال تابعي از حد بالاي  )xφدهيم   نشان مي: 
(1) ( ) ( ) .

x

a
x f t dtφ = ∫ 

)اگر   )f t    تتابعي پيوسته و نامنفي باشد، كمي ( )xφ      از نظر عـددي مسـاوي بـا مسـاحت ذوزنقـة 
 .كند  تغيير ميxبديهي است كه اين مساحت با .  استaAXxالخط  منحني

)حال مشتق   .  توجه نماييد   زير به شكل  )xφ     را نسبت به x         را  (1)، يعني، مشـتق انتگـرال معـين 
 .كنيم ي آن پيدا مينسبت به حد بالا
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 ١٩ . ٦شکل 

 فرض ) :قضية بنيادي اول حساب ديفرانسيل و انتگرال (٨قضية 
] تابعي پيوسته بر بازة بستة fكنيم  , ]a b بوده و x نقطة دلخواهي در [ , ]a bدر اين . اشد ب

)صورت اگر  ) ( )
x

a
x f t dtφ = )، آنگاه ∫ ) ( )x f xφ ′ به عبارت ديگر، مشتق يك انتگرال معين . =

گيري حد بالا را  نسبت به حد بالايش برابر است با تابع زير علامت انتگرال وقتي بجاي متغير انتگرال
 .قرار دهيم

، بدسـت   ٤دهيم؛ در اين صورت بنابر قضية          را مي  ∆x) مثبت يا منفي  ( نمو   x به متغير    .اثبات
 آوريم،  مي

( ) ( ) ( ) ( ) .
x x x x x

a a x
x x f t dt f t dt f t dtφ

+∆ +∆
+ ∆ = = +∫ ∫ ∫ 

  برابر است با φنمو تابع 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

x x x x

a x a
x x x f t dt f t dt f t dtφ φ φ

+∆
∆ = + ∆ − = + −∫ ∫ ∫ 

)       (2)                               ،يعني،  )
x x

x
f t dtφ

+∆
∆ = ∫. 

 :بريم   بكار مي(2)ها را براي انتگرال طرف راست تساوي   اكنون قضية مقدار ميانگين براي انتگرال
( ) ( ) ( ) ( )

x x

x
f t dt x x x f c f c xφ

+∆
∆ = = + ∆ − = ∆∫ 

x و   xاي بين     نقطه c كه در آن     x+ سپس خارج قسمت نمو تابع به نمو متغير را پيـدا       .  است ∆
 :كنيم  مي

( ) ( ) ( ) ( ).x x x f c x f c
x x x
φ φ φ∆ + ∆ − ∆

= = =
∆ ∆ ∆

 
 بنابراين 

0 0
( ) lim lim ( ).

x x
x f c

x
φφ

∆ → ∆ →

∆′ = =
∆

 
cاما چون  x→ 0 وقتي كهx∆  ، داريم →

0
lim ( ) lim ( )
x c x

f c f c
∆ → →

= 
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 ٣٨

f  ،limوستگي تابع   و با توجه به پي     ( ) ( )
c x

f c f x
→

)بنابراين   .= ) ( )x f xφ ′ ، و قضـية ثابـت شـده        =
 . است

 
) قضـية فـوق آسـان اسـت، نمـو             هندسـی    تعبير )f c xφ∆ =  برابـر اسـت بـا مسـاحت ذوزنقـه           ∆
)اسـت، و مشـتق       ∆x كه قاعـدة آن      یالخط  منحني ) ( )x f xφ ′  xX مسـاوي بـا طـول قطعـة          =
 به شكل. (باشد مي

 .)مراجعه نماييد ١٩ . ٦ 

 
 :  يكي از نتايج قضية بالا اين است كه :م هتبصرة م

 .هر تابع پيوسته داراي يك تابع اوليه است
) در حقيقت، اگر  )f tسته بر بازة تابعي پيو[ , ]a x    باشد، آنگاه بنابر قضيه وجـودي انتگـرال معـين 

)انتگرال معين ) ١قضية( )
x

a
f t dt∫ موجود است، به عبارت ديگر، تابع زير موجود است  : 

( ) ( ) .
x

a
x f t dtφ = ∫ 

)اما همانطور كه ثابت شد،  ) ( )x f xφ ′ ) و بنابراين = )xφ يك تابع اوليه ( )f xاست . 
 

 فرض  ) :قضية بنيادي دوم حساب ديفرانسيل و انتگرال       (٩قضية  
] بر بازة بستة     fكنيم تابع    , ]a b     پيوسته بوده و ( )F x   هيك تابع اولي ( )f x بر [ , ]a b در .  باشـد

 : اين صورت فرمول زير را داريم 
(3) ( ) ( ) ( ).

b

a
f x dx F b F a= −∫ 

 . معروف است لايبنيتز–فرمول نيوتن  اين فرمول به :توجه 

) فـرض كنـيم      .اثبات )F x        يـك تـابع اوليـة ( )f x           باشـد، يعنـي، بـه ازاي هـر a x b≤ ≤ ،

( ) ( )F x f x′ )، تابع   ٨بنابر قضية   .  = ) ( )
x

a
x f t dtφ = ) نيز يك تابع اوليـه       ∫ )f x     اسـت، يعنـي 

( ) ( )x f xφ ′ )لذا  . = ) ( ) 0x F xφ ′ ′− )، يعني،  = ) ( ) 0F xφ ′− Fφ، پـس  = ] بـر − , ]a b  تـابعي 
]كــه بــه ازاي هــر  وجــود دارد بــه طــوري Cثابــت اســت، يعنــي، عــدد ثــابتي ماننــد  , ]x a b∈ ،

( )( )F x Cφ − ) يا = ) ( )x F x Cφ =   و بنابراين +
( ) ( ) .

x

a
f t dt F x C= +∫ 

xاكنون اگر  a=آوريم،   قرار دهيم بدست مي( ) 0
a

a
f t dt 0 و لذا ∫= ( )F a C= + . 
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 ٣٩

)پس  ) ( ) ( )
x

a
f t dt F x F a= x و اگر ∫− b=قرار دهيم خواهيم داشت . 

( ) ( ) ( )
b

a
f t dt F b F a= −∫ 

    ،xگيري به   انتگراليا، با تعويض متغير
( ) ( ) ( ).

b

a
f x dx F b F a= −∫ 

)اگر نماد    ) ( ) ( ) |baF b F a F x− توانيم به صـورت زيـر         را مي  (2) را در نظر بگيريم، آنگاه فرمول        =
 :بنويسيم 

( ) ( ) | ( ) ( )
b b

aa
f x dx F x F b F a= = −∫ 

 .و قضيه ثابت شده است

 شود كه   سادگي ديده مي به :١١مثال 
2 2 2

| ,
2 2

b b
aa

x b ax dx −
= =∫ 

3 3 3
2 | ,

3 3
b b

aa

x b ax dx −
= =∫ 

.
1 1 1

| ( 1)
1 1

n n nb n b
aa

x b ax dx n
n n

+ + +−
= = ≠

+ +∫ 
 

)فرض كنيم در انتگرال معين  (1) :تبصره  ) ( )
b

x
G x f t dt= را نسبت به  G بخواهيم مشتق ∫

)داريم . حد پايين محاسبه كنيم ) ( )
x

b
G x f t dt=   ؛ ٨ و لذا بنابر قضية ∫−

( ) ( ).G x f x′ = − 
) اگر  (2) )

( ) ( )
g x

a
F x f t dt= ) آنگاه ∫ ) ( ) ( ( ))F x g x f g x′ )، به دليـل آن كـه   =′ )

( )
g x

a
f t dt∫  

)تابعی از    )g x    است که ( )g x   تابعي از    خودx  بنابراين   .می باشد ( )
( )

g x

a
f t dt∫    تابعی مرکب از 

xاكنون با استفاده از قضية مشتق تابع مركب . خواهد شد  

( )( )

( )
( ) ( ) ( ( )) ( ( )) ( )

g x

xa g x
F x f t dt g x f g x g x

′ ′′ ′= × = ×∫ 

 .ايم  استفاده كرده٨ از قضية كه در حقيقت براي گرفتن مشتق از انتگرال
 

 : پيدا كنيد x مشتق توابع زير را نسبت به  :١٢مثال 

( )a  
3

2
( 0) ( ) ln

x

x
x F x t dt> = ∫، 

( )b 2
1( 0) ( ) cos( )

x

x
x F x t dt> = ∫. 
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) .حل )aنويسيم  ه شده را به صورت زير مي انتگرال داد : 
3 3 2

2
( ) ln ln ln ln

c x x x

x c c c
F x t dt t dt t dt t dt= + = −∫ ∫ ∫ ∫ 

0cكه در آن     ) مشتق تابع    ٨اكنون با استفاده از قضية      .  است ی دلخواه  مقدار ثابت  < )F x   را پيدا 
 : كنيم  مي

3 2

3 2

3 2( ) ln ( ) ln ( )
x x

x xc c
x x

F x t dt x t dt x
′ ′

   ′ ′′ = −      ∫ ∫ 
3 2 2 2ln( ) 3 ln( ) 2 (9 4 ) ln .x x x x x x x= × − × = − 

 
( )b                                                                2 2

1( ) cos( ) cos( )
c x

c
x

F x t dt t dt′ = +∫ ∫ 
1

2 2cos( ) cos( ) ,
x

x
c c

t dt t dt= − +∫ ∫ 

                   
1

2 2

1

1( ) cos( ) ( ) cos( ) ( )
x

x
x xc c x

x

F x t dt t dt x
x

′ ′   ′ ′′ = − + =     
∫ ∫ 

2 2 2 2

1 1 1 1 1 1cos( ) ( ) cos cos cos .
2 2

x x
x x x xx x

= − × − + × = + 

 

 نقاط اكسترمم نسـبي تـابع        :١٣مثال  
0

sin( )
x tF x dt

t
= 0xر حـوزة تعريـف    را د∫  پيـدا  <

 . كنيد

 كنيم ؛  پيدا ميx را نسبت به F مشتق تابع .حل

0

sin sin( ) .
x

x

t xF x dt
t x

′
 ′ = =  ∫ 

 : نقاط بحراني تابع عبارتنداز 
( 1,2,...)x n nπ= sin ، كه در آن = 0x =. 

 :كنيم   دوم تابع در اين نقاط را پيدا ميمشتقحال 

2

cos sin( ) ,x x xF x
x

−′′ = 
1 1( ) cos( ) ( 1) 0.nF n n

n n
π π

π π
′′ = = − ≠ 

)تق دوم در نقاط شچون م 1,2,...)n x nπ=  غير صفر است، اين نقاط، نقاطِ اكسترمم نسبي =
.  زوج باشدn نسبي هر گاه نيمم ميد باشد و  فرn نسبي هر گاه ماكزيمم: تابع هستند، يعني 
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 چهارمدر فصل ) آزمون مشتق دوم براي اكسترمم نسبي(توجه كنيد كه در اين مثال از قضية  
 .ايم استفاده كرده

 

 :  حد زير را پيدا كنيد  :١٤مثال 
2

0
30

sin
lim

x

x

x dx
x→

∫ 

0x در   .حل  انتگرال   =
2

0
sin

x
x dx∫        شـود كـه     مساوي با صفر است ؛ بـه سـادگي ديـده مـي
 بنابراين . شرايط قاعدة هوپيتال برقرار است

2
2

2

2

0
0

3 20 0

20

sin ( )sin
lim lim

3
2 sin 2lim .

3 3

x
x

x
x

x x

x

x dx xx dx
x x

x x
x

→ →

→

′
  ′  =

= =

∫∫
 

 

dy پيدا كنيد  :١٥مثال 
dx

 :  را براي توابع ضمني زير 

( )a             
2

2 2

0 0
sin 0

y xte dt t dt− + =∫   ؛∫
( )b 2

0
2

3 2sin cos 0
x y

z dz t dtπ − + =∫ ∫. 

) .حل )a از طرف چپ معادله نسبت به x در نظر داريم كه و  مشتق گرفته( )y y x= تابعي از 
x است : 

2
2

2

2

2 2

0 0

2 2

. sin ( ) 0,

sin ( ) (2 ) 0.

y xt
x

y x

y

dye dt t dt x
dx

dye x x
dx

−

−

′′   ′  + =     

+ × =

∫ ∫ 

dyبنابراين، با حل معادله براي 
dx

 :آوريم  ، بدست مي
2 2 22 sin ( ).ydy xe x

dx
+= − 

)b (از طرف چپ معادله نسبت بهx کهدر نظر داريم و  مشتق گرفته( )y y x=تابعي از xاست :   

2

0
2

3 2sin cos 0
x y

yx

dyz dz t dt
dxπ

′ ′   − + =     
∫ ∫ 

 كه از آنجا 
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 ٤٢

23 2sin cos 0dyx y
dx

− + و لذا =
23 2sin

cos
dy x
dx y

−
= −. 

 
 

 به كمك انتگرال معين  محاسبة حد حاصلجمع ٥. ٦
شود حد حاصلجمعي را محاسبه كنيم كه در آن تعداد جمعوندها به طور  گاهي اوقات لازم مي
توان به كمك انتگرال معين  ها يك چنين حدهايي را مي در بعضي حالت. ديابن نامحدود افزايش مي

 داده شده به يك حاصلجمع انتگرال وجود داشته  محاسبه نمود هر گاه امكان تبديل حاصلجمع
 .باشد

1به عنوان مثال، نقاط 
n

 ،2
n

 ،… ،n
n

 قسمت مساوي با  n به [0,1]عنوان نقاط تقسيم بازه  را به 

1xطول 
n

∆ ) در نظر گرفته، براي هر تابع پيوستة = )f x داريم ، 
1

0
1

1 1 2 1 1lim [ ( ) ( ) ... ( )] lim ( ) ( ) .
n

n n i

nf f f f f x dx
n n n n n n→∞ →∞

=

+ + + = ⋅ =∑ ∫ 

 .به مثال زير توجه نماييد
 

 اسبة  مطلوبست مح :١٨مثال 

(1)           2 ( 1)lim [sin sin .... sin ]
n

n
n n n n
π π π π

→∞

−
+ + + 

(2)     
2 2 2 2 2

1 1 1lim( ... )
4 1 4 2 4n n n n n→∞

+ + +
− − −

 

(3) 3lim [1 ... ]
3 6 3( 1)n

n n n
n n n n n→∞

+ + + +
+ + + −

 

(4)                                               !
. lim

n

n

nA
n→∞

= 

) اعداد داخل كروشه نشاندهندة مقادير تابع (1) .حل ) sinf x x= در نقاط  

1 2 1
2 ( 1), , ... , n

nx x x
n n n
π π π−

−
= = = 

,0]باشند كه بازة  مي ]π را به n  زير بازه با طول x
n
π

∆ بنابراين، اگر جمعوند . اند  تقسيم كرده=

sin 0n
n
π

) را به حاصلجمع اضافه كنيم، نتيجة كار حاصلجمع انتگرال تابع = ) sinf x x= بر بازة 
[0, ]π می شود. 
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 ٤٣

nبنابر تعريف، حد چنين حاصلجمع انتگرالي وقتي  → )نتگرال معين تابع  ا∞ ) sinf x x= 0 از 
 : خواهد بود πتا 

00

2 ( 1)lim [sin sin .... sin sin ]

sin cos | 2 .

n

n n
n n n n n

x dx x
π π

π π π π π
→∞

−
+ + + +

= = − =∫
 

 : كنيم   حاصلجمع داخل پرانتز را به شكل زير تبديل مي(2)

2 2 2 2 2

2 2
2

1 1 1...
4 1 4 2 4

1 1 1 1( ... ) .
1 24 4 ( ) 4 ( )

n n n n

n n
n n n

+ + +
− − −

= + + +
− − −

 

در حقيقت حاصلجمع انتگرال تابع حاصلجمع بدست آمده 
2

1( )
4

f x
x

=
−

 است [0,1] بر بازة 

1x زير بازة با طول مساوي  nكه به 
n

∆  . تقسيم شده است=
nحد اين حاصلجمع وقتي  →  : است 1 تا 0ع از معين اين تابل  مساوي انتگرا∞

2 2 2 2 2

1 1
020

1 1 1lim( ... )
4 1 4 2 4

sin | .
2 64

n n n n n
dx xarc

x
π

→∞
+ + +

− − −

= = =
−

∫
 

 : كنيم   عبارت داده شده را به شكل زير تبديل مي(3)
3 [1 ... ]

3 6 3( 1)

3 1 1 1 1[ ... ].3 6 3( 1)1 0 1 1 1

n n n
n n n n n

nn
n n n

+ + + +
+ + + −

= + + + +
−+ + + +

 

)1حاصلجمع بدست آمده حاصلجمع انتگرال تابع  )
1

f x
x

=
+

 است؛ بنابراين، با [0,3]ر بازة  ب

 استفاده از تعريف، 

13 3 32
00 0

3lim [1 ... ]
3 6 3( 1)

1 (1 ) 2 1 | 4 2 2 .
1

n

n n n
n n n n n

dx x dx x
x

→∞

−

+ + + +
+ + + −

= = + = + = − =
+∫ ∫

 

  با گرفتن لگاريتم از طرفين تساوي داريم،(4)
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 ٤٤

! 1 1 2 ...ln lim ln lim ln

1 1 2lim [ln ln ... ln ] .

n

nn n

n

n nA
n n n

n
n n n n

→∞ →∞

→∞

× × ×
= =

= + + +
 

) تابع  عبارت داخل كروشه حاصلجمع انتگرال ) lnf x x= يعني، [0,1] بر بازة ، 
1 1

00
ln ( ln ) | 1x dx x x x= − = −∫ 

lnدر نتيجه، . است 1A = !1 و بنابراين −
lim

n

n

n e
n

−

→∞
=. 

 
 
 

  تغيير متغير در انتگرال معين ٦.  ٦
  انتگرال معين :١٠قضية 

( )∫
b

a

dxxf 

)را، كه در آن تابع  )xf  بر بازة[ ]ba,گيريم  پيوسته است، در نظر مي. 
  با استفاده از فرمول tبه معرفي متغير جديد 

( )tx ϕ= 
 اگر . پردازيم مي
(1)    ( ) ( ) ab == αϕβϕ ,، 
(2) ( ) ( )tt ϕϕ ] بر ′, ]βα   پيوسته باشند،,
(3) ( )[ ]tf ϕ بر [ ]βα, تعريف شده و پيوسته باشد، آنگاه  

                                (1)   ( ) ( ) ( ) .
b

a

f x dx f t t dt
β

α

ϕ ϕ′=   ∫ ∫ 

 . معروف است فرمول تغيير متغير در انتگرال معين به(1) رابطه :توجه

) اگر :اثبات )xF يك تابع اوليه تابع ( )xfتوانيم معادلات زير را بنويسيم  باشد، آنگاه مي: 
(2)                          ( ) ( )∫ += CxFdxxf 
(3)      ( ) ( ) ( ) .f t t dt F t Cϕ ϕ ϕ′ = +      ∫ 
اين مطلب . ( بررسي نمودtگيري از هر دو طرف نسبت به  توان با مشتق درستي آخرين معادله را مي

  داريم (2)از ). شود هم نتيجه مي ٢ . ٥ در (2)با استفاده از رابطه 
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 ٤٥

( ) ( ) ( ) ( ).
b

b

a
a

f x dx F x F b F a= = −∫ 

  داريم (3)از 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f t t dt F t F F
β

β

α
α

ϕ ϕ ϕ ϕ β ϕ α′ = = −              ∫ 

( ) ( ).F b F a= − 
ها نيز با هم  هاي چپ آن هاي راست اين دو عبارت با هم مساوي هستند، و بنابراين طرف طرف
 . خواهند شد، لذا قضيه ثابت شده استمساوي

 

كنيم ما   محاسبه مي(1) بايستي توجه نمود كه وقتي انتگرال معين را از فرمول (1) :تبصره
 را محاسبه نمائيم عدد (1)اگر انتگرال معين طرف راست فرمول . گرديم ديگر به متغير اوليه بر نمي

 . هم مساوي با همين عدد است(1)آوريم، كه انتگرال معين طرف چپ  مشخصي را بدست مي
 

) بجاي تغيير متغير (2) )tx ϕ= اغلب تغيير متغير وارون ( )xt ψ=در . گيرد  قرار مي مورد استفاده
αβگيري  اين حالت حدود انتگرال ) مستقيماً با استفاده از معادلات , ) ( )ab ψαψβ ==  بدست ,

تغيير . شود پذير يكنوا اجرا مي در عمل، تغيير متغير معمولاً به كمك توابع همواره مشتق. آيند مي
 :گردد كل جدولي زير ارائه ميگيري به طور مناسب در ش حدود انتگرال

t x 
α
β 

a
b

 

 

): ١٩مثال  )i مطلوبست محاسبه انتگرال∫ −
R

dxxR
0

22. 

( )iiحاسبه انتگرال  مطلوبست مdx
x

x
∫

−4

2
4

2 4. 

( )iii مطلوبست محاسبه انتگرال
2

0 2 cos
dx

x

π

+∫. 

). حل )i تغيير متغيرtRx sin=    داده و بدست می آوريم cosdx R tdt=. 
 :كنيم حدود جديد را تعيين مي

t x 
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 ٤٦

0

2
π 

0
R

 

 
 
 
 

                                                                     
 ٢٠ . ٦    شکل                                                                        

 در نتيجه، 
2 2

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0

sin cos 1 sin cos
R

R x dx R R t R tdt R t t dt

π π

− = − = −∫ ∫ ∫ 

2 2
2 2 2

0 0

1 1cos cos 2
2 2

R t dt R t dt

π π

 = = + 
 ∫ ∫ 

222

0

sin 2 .
2 4 4
t t RR

π

π = + =  
 

از نقطه نظر هندسي، انتگرال محاسبه شده 
4
222 مساحت دايره 1 Ryx  .باشد مي+=

( )ii 2 تغيير متغيرsecx t=آوريم  داده و بدست مي: 
t x 

0

3
π 

2
4

 

 
 بنابراين،

4 2 23

4 4 2
2 0

4 4 4 sin.2
16 cos

x sec t tdx dt
x sec t t

π

− −
=∫ ∫ 

3
2 3 3

0
0

1 1 3sin cos sin .
4 12 32

t t dt t

π
π

= = =∫ 

( )iii تغيير متغير
2
xtgt  :آوريم  داده و بدست مي=

t x 

2

2sec ;
sin2 ;

cos

x t
tdx dt
t

=

=
 

2

2 ;
2 ;

1

x arctgt
dtdx dt
t

=

=
+
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 ٤٧

0
1

 0

2
π 

 
 بنابراين 

1 12

2 2 2
0 0 0

2

1 2. 2
12 cos 12
1

dx dt dt
tx t t
t

π

= =
−+ + 3++
+

∫ ∫ ∫ 

1

0

2 2 1 0 .
3 3 3 3 3 3

tarc tg arc tg arc tg π = = − = 
 

 

 
): ٢٠مثال  )i مطلوبست محاسبه انتگرال      ∫ +

=
π

0
2cos1

sin dx
x

xxI. 

( )ii مطلوبست محاسبه انتگرال     ( )
∫ +

+
=

1

0
21

1ln dx
x

xI. 

) .حل )iكنيم  انتگرال را به حاصلجمع دو انتگرال تبديل مي: 

2

1 22 2
0

2

sin sin .
1 cos 1 cos

x x x xI dx dx I I
x x

π
π

π

= + = +
+ +∫ ∫ 

 براي انتگرال 

2 2

2

sin
1 cos

x xI dx
x

π

π

=
+∫ 

 :بريم تغيير متغير زير را بكار مي
 

t x 

2
0

π
 2

π

π
 

 
 در اين صورت

( ) ( )
( )

( )0 2

2 2 2
0

2

sin sin
1 cos 1 cos

t t t t
I dt dt

t t

π

π

π π π
π

− − −
= − =

+ − +∫ ∫ 

;
;

x t
dx dt

π= −
= −
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 ٤٨

2 2

2 2
0 0

sin sin .
1 cos 1 cos

t t tdt dt
t t

π π

π= −
+ +∫ ∫ 

 بنابراين
2 2 2

1 2 2 2 2
0 0 0

sin sin sin .
1 cos 1 cos 1 cos

x x t dt t t dtI I I dx
x t t

π π π

π= + = + −
+ + +∫ ∫ ∫ 

 آوريم گيري اختلاف دارند، بدست مي هاي اول و سوم تنها در نماد متغير انتگرال چون انتگرال
2

2
0

sin .
1 cos

t dtI
t

π

π=
+∫ 

 :بريم براي اين انتگرال تغيير متغير زير را بكار مي
 

u t 
1
0

 0

2
π 

 
 بنابراين 

0 1 2

2 2
1 0

.
1 1 4

du duI
u u

ππ π= − = =
+ +∫ ∫ 

∫ انتگرال نامعين :نكته +
dx

x
xx
2cos1

sinبا وجود اين انتگرال معين مفروض، . توان حل كرد  را نمي

 .همانطور كه در بالا ديديم، به كمك تغيير متغير قابل حل است
( )iiدهيم ي تغيير متغير زير را م: 

 
t x 

0

4
π 

0
1

 

 
 بنابراين 

( ) ( )
24 4

2
0 0

ln 1
ln 1 .

tg t sec t
I dt tg t dt

sec t

π π

+
= = +∫ ∫ 

 :دهيم تبديل زير را انجام مي

cos ,
sin

u t
du t dt

=
= −

 

2

,

,
cos

x tgt
dtdx

t

=

=
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 ٤٩

.
t

t
ttgtgttg

cos
4

sin2

4
1







 +

=+=+

π
π 

 آوريم با جايگذاري در انتگرال بدست مي
4 4 4

0 0 0

1 ln 2 ln sin ln cos
2 4

I dt t dt t dt

π π π

π = + + − 
 ∫ ∫ ∫ 

4 4
4
0

0 0

1 ln 2 ln sin ln cos
2 4

t t dt t dt

π π
π π = + + − 

 ∫ ∫ 

4 4

1 2
0 0

ln 2 ln sin ln cos ln 2 .
8 4 8

t dt t dt I I

π π

π π π = + + − = + − 
 ∫ ∫ 

 
 

21دهيم كه  اكنون نشان مي II  براي اين منظور تغيير متغير . =
 

z t 

4
0

π
 

0

4
π 

 

را در انتگرال 
4

2
0

ln cosI t dt

π

=  در اين صورت . دهيم  مي∫

.0 4

2
0

4

ln cos ln sin
4 2 4

I z dz z dz

π

π

π π π    = − − = − −        
∫ ∫ 

4

1
0

ln sin .
4

z dz I

π

π = + = 
 ∫ 

2lnبنابراين 
8
π

=I. 

) مانند مسأله قبل، انتگرال نامعين  همتوجه كنيد كه در اين مسأله )dx
x

x
∫ +

+
21

1ln قابل حل نمي 
 .باشد

 

,
4

,

t z

dt dz

π
= −

= −
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 ٥٠

 هاي تقليل   روش .گيري جزء به جزء انتگرال ٧.  ٦ 
 در اين صورت .  باشندxپذير از   توابعي مشتقυ و uفرض كنيم 

( ) υυυ ′+′=′ uuu 
 آوريم  بدست ميbتا  aاد بالا از تحگيري از دو طرف ا با انتگرال

(1).           ( ) dxudxudxu
b

a

b

a

b

a
∫ ∫∫ ′+′=′ υυυ 

)چون  )u dx u Cυ υ′ = )، داريم ∫+ )
b

b
a

a

u dx uυ υ′  توانيم به شكل  ل معادله را مي،به اين دلي∫=

∫ ∫+=
b

a

b

a

b
a udduu υυυ 

 يا بالاخره، 

∫∫ −=
b

a

b
a

b

a

duuud υυυ 

 .بنويسيم

) :٢١مثال  )i مطلوبست محاسبه انتگرال
0

sin
b

axI e bx dx

π

= ∫. 

( )ii مطلوبست محاسبه انتگرال
2

4

0

sinI x dx

π

= ∫. 

) .حل )iدهيم  قرار مي 
cos ,sin ,

1 ., axax

du b bx dxu bx
ed e dx

a
υυ

==

==
 

bxuچون توابع  sin= و axe
a
1

=υ به همراه مشتقاتشان در بازه [ ]π,0فرمول . پيوسته هستند 
 :توان بكار برد گيري جزء به جزء را مي انتگرال

0
0

1 sin cos
b

ax axb
aI e bx e bx dx

a b

π
π

= − ∫ 

1
0

cos .
b

axb be bx dx I
a a

π

−
= − =∫ 

 دهيم  قرار مي. كنيم جزء حل مي را به روش جزء به 1Iاكنون انتگرال 
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 ٥١

sin ,cos ,
1 ., axax

du b bx dxu bx
ed e dx

a
υυ

= −=

==
 

 در اين صورت

 0
0

1 cos sin
b

ax axb
b bI e bx e bx dx
a a a

π
π

 
−  = + 

 
 

∫ 

2 2

2 2 2

1
1 .

a
ba

b
b e

b e b bI I
a a a a a a

π
π

 
+   

  = − − − − = −  
 

 

 بنابراين 

2 2

2 2 2 2

1 1
, .

a a
b bb e b e

a b I I
a a a b

π π   
+ +   

+    = =
+

 
==1به ويژه، در  baآوريم  بدست مي 

.( )
0

1sin 1
2

xe x dx e
π

π= +∫ 

( )iiدهيم يير متغير مي ابتدا تغ: 
 

t x 
0

2
π 2

0

4
π 

 
 كه از آنجا

2

4 2

0 0

sin 2 sin .x dx t t dt

π π

=∫ ∫ 

 دهيم قرار مي. كنيم انتگرال آخر را به روش جزء به جزء حل مي

sin cos .
t u dt du

t dt d tυ υ
= =

= − =
 

 اين صورت در 
2 2

2 2
0 0

0 0

2 sin 2 cos cos 2sin 2.t t dt t t t dt t

π π
π π

 
 = − + = = 
  

∫ ∫ 

2

,
,

2

x t
x t
dx t dt

=

=
=
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 ٥٢

) :٢٢مثال  )i مطلوبست محاسبه انتگرال( ) dxxaI n
a

n ∫ −=
0

 عددي طبيعي n كه در آن 22

 .است
( )ii با استفاده از نتيجه( )iفرمول زير را بدست آوريد : 

( ) ( )
( ) !!12

!!2
12

1...
7
3

5
2

3
1

1
+

=
+










−++









−









+









−
n

n
n
n
nnnn

n 

كه در آن 







k
nاي نيوتن هستند  ضرايب دو جمله . 

 :بنابر قرارداد: توجه
( ) ( )
( ) ( )




+=+
=

12...5.3.1!!12
2...6.4.2!!2

nn
nn 

). حل )iتوان بوسيله بسط تابع زير علامت انتگرال  انتگرال را مي( )nxa 22  بر طبق فرمول دو −
لذا . اي را در بر دارد اي نيوتن محاسبه نمود، اما اين كار محاسبات طولاني و خسته كننده جمله
براي . دهد مي) كاهش( تقليل nI−1 را به انتگرال nIتر است فرمولي بدست آوريم كه انتگرال  ساده

 :نويسيم به صورت زير مي را nIاين كار انتگرال 

( ) ( ) ( )∫ ∫
−

−
−

−−=−−=
a a

n
n

n
n dxxxaxIadxxaxaI

0 0

122
1

222122 

 :كنيم و آخرين انتگرال را به روش جزء به جزء حل مي

( ) ( ) ( )2 2 1 2 2

,
1 . 0

2
nn

du dxu x
d a x x dx a x n

n
υ υ−

==

= − = − − ≠
 

 آوريم بدست مي

( ) ( )2 2 2 2 2 2
1 1

0 0

1 1 1 .
2 2 2

aan n
n n n nI a I x a x a x dx a I I

n n n− −= + − − − = −∫ 

 كه از آنجا
2

1
2 .

2 1n n
nI a I

n −=
+

 

,0 بجز nاين فرمول براي هر عدد حقيقي 
2
1

 . برقرار است−
  با در نظر گرفتنnبه ويژه براي عدد طبيعي 

0
0

,
a

I dx a= =∫ 

 آوريم بدست مي
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٥٣

( )( )
( )( )( )

( )
( )

2 1 2 12 2 2 2 4 ...6.4.2 2 !!
.

2 1 2 1 2 3 ...7.5.3 2 1 !!
n n

n
n n n n

I a a
n n n n

+ +− −
= =

+ − − +
 

( )iiگيريم  انتگرال زير را در نظر مي: 

( ) ( )
( )

1
2

0

2 !!
1 .

2 1 !!

n

n
n

I x dx
n

= − =
+∫ 

 انتگرال 0,1اي نيوتن بسط داده و از حاصل بين   را بوسيله فرمول دو جملهتابع زير علامت انتگرال
 :داريم. گيريم مي

( )
1

2

0

1
n

nI x dx= −∫ 

( )
1

2 4 6 2

0

1 ... 1
1 2 3

n nn n n n
x x x x dx

n
        

= − + − + + −        
        

∫ 

( )
1

2 13 5 7

0

1
...

1 2 33 5 7 2 1

n nn n n xx x xx
n

+ −     
= − + − + +       +       

 

( )11 1 11 ... ,
1 2 33 5 7 2 1

nn n n
n
−     

= − + − + +      +     
 

 .و اثبات کامل است

 مطلوبست محاسبه :٢٣مثال 
2

0

sinn
nI x dx

π

=  . صحيح و نامنفي استی عددn كه در آن ∫

  داريم .حل

2 2
1

0 0

sin sin sin .n n
nI x dx x x dx

π π

−= =∫ ∫ 

 دهيم با استفاده از روش جزء به جزء قرار مي
( ) 21 1 sin cos ,sin ,

sin , cos .

nn du n x x dxu x
d x dx xυ υ

−− = −=
= = −

 

 بنابراين 

( )
2

1 22
0

0

sin cos 1 sin cos cosn n
nI x x n x x x dx

π
π

− −= − + − ∫ 

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2 2

0 0

1 sin cos 1 sin 1 sinn nn x x dx n x x dx

π π

− −= − = − −∫ ∫ 

( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1 sin 1 sin .n nn x dx n x dx

π π

− −= − − −∫ ∫ 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٥٤

 توانيم آخرين معادله را به صورت  ماد انتخاب شده ميبا ن
( ) ( ) nnn InInI 11 2 −−−= − 

 آوريم بنويسيم كه از آن بدست مي

(2) .2
1

−
−

= nn I
n

nI 
 .آوريم با ادامه همين روش، بدست مي

42 2
3

−− −
−

= nn I
n
nI 

 و بنابراين 

4
1 3 .

2n n
n nI I

n n −
− −

=
−

 
 . زوج يا فرد باشدnرسد بسته به اين كه   مي1I يا 0Iر روند بالا، بالاخره به تكرا

 :گيريم دو حالت در نظر مي
mn زوج است، n:حالت اول   بنابراين =2

2 0
2 1 2 3 3 1. ... . .

2 2 2 4 2m
m mI I

m m
− −

=
−

 

12 فرد است، n :حالت دوم += mn . بنابراين 

.112 3
2.

5
4...

12
22.

12
2 I

m
m

m
mI m −

−
+

=+ 
 اما به دليل آن كه 

2 2 2
0

0 1
0 0 0

sin , sin 1
2

I x dx dx I x dx

π π π

π
= = = = =∫ ∫ ∫ 

 آوريم بدست مي
2

2
2

0

2 1 2 3 5 3 1sin . ... . . .
2 2 2 6 4 2 2

m
m

m mI x dx
m m

π

π− −
= =

−∫ 

2
2 1

2 1
0

2 2 2 6 4 2sin . ... . . .
2 1 2 1 7 5 3

m
m

m mI x dx
m m

π

+
+

−
= =

+ −∫ 

 

 يعهاي توس  انتگرال ٨ . ٦
 را نيانتگرال معپردازيم و به نوعي مفهوم  مي) ناسِرِه ( توسعيهاي عرفي انتگرالدر اين بخش به م

ها و بينهايت  چون در كار با انتگرال توسعي عملاً با مفاهيم بينهايت كوچك. دهيم تعميم مي
 .دهيم ها سروكار داريم ابتدا به صورت مختصر اين مفاهيم را مورد بررسي قرار مي بزرگ
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٥٥

)تابع  )xα قتي و راx a→ يا x → ناميم در صورتي كه   ميبينهايت كوچك يك ∞
lim ( ) 0
x a

xα
→

lim يا = ( ) 0
x

xα
→∞

=. 
)تابع  )f xرا وقتي x a→ يا x →  در صورتي كه ناميم  ميايت بزرگبينه يك ∞

lim ( )
x a

f x
→

= lim يا ∞ ( )
x

f x
→∞

= ∞. 
 .كميت وارون يك بينهايت بزرگ يك بينهايت كوچك است

 
 :توابع بينهايت كوچك داراي خواص زير هستند 

x ها وقتي حاصلجمع و حاصلضرب هر تعداد معين از بينهايت كوچك (1) a→)  ياx → نيز ) ∞
xبينهايت كوچك هستند وقتي  a→)  ياx → ∞.( 

 . حاصلضرب يك تابع بينهايت كوچك در يك تابع كراندار تابعي بينهايت كوچك است(2)
)فرض كنيم توابع . پردازيم ها مي ايت كوچكاكنون به مقايسه بينه )xα و( )xβ وقتي x a→ 

 اگر. دو بينهايت كوچك باشند
( )lim
( )x a

x c
x

α
β→

= 

)عدد معيني مخالف با صفر است، آنگاه  cكه در آن  )xα و( )xβ هاي از   بينهايت كوچك
1cاگر . شوند  ناميده ميمرتبه يكسان )، آنگاه توابع = )xα و( )xβ   ناميده  )ارز يا هم(معادل

)شده و آن را با علامت  ) ~ ( )x xα βدهيم ايش مي نم. 
 

0cاگر  )، آنگاه تابع = )xα نسبت به مرتبه بالاتر يك بينهايت كوچك از ( )xβ ناميده شده و 
)اين مطلب را با نماد  ) ( ( ))x O xα β=در اين وضعيت . دهيم  نشان مي( )xβهايت  يك بين

) نسبت به تر مرتبة پائينكوچك از  )xαشود  ناميده مي. 

اگر 
[ ]

( )lim
( ) nx a

x c
x

α
β→

0 كه در آن = | |c< < )، آنگاه تابع ∞+ )xα مرتبه  يك بينهايت كوچك از

nدر مقايسه با ام ( )xβشود  ناميده مي. 
xة توابع بينهايت كوچك بيان شد وقتي رآنچه را كه تا كنون دربا a→، برقرار است براي توابع 

xبينهايت كوچك وقتي  → +∞ ،x → −∞ ،x a +→ ،x a −→. 
 .گردد ق مشابه معرفي مييع بينهايت بزرگ از مراتب مختلف به طرمفهوم تواب

 

  نشان دهيد كه توابع (1) .٢٤مثال 

( )a2
2 4( )

5
xf x

x
−

=
+

2x وقتي  →، 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٥٦

( )b 2 3 1( ) ( 1) sin
1

f x x
x

= −
−

1x وقتي   . بينهايت كوچك هستند،→
0xوقتي (هاي زير را   بينهايت كوچك(2) )با بينهايت كوچك ) → )x xϕ  : مقايسه نمائيد =
( )a 3

1( )f x tg x=؛    ( )b 3 2
2 ( ) sinf x x=  

( )c 3( ) 9 3f x x= + −. 
) كوچكي ته بينهايمرتب (3) )xβ را با( )x xα   مقايسه نمائيد در صورتی که =

( ) cos cos 2 ( )x x x aβ = )؛ − ) 1 cos ( )x x bβ = −. 

)هاي   نشان دهيد كه بينهايت كوچك(4) )x xα = ،1( ) cos( )x x
x

β 0x وقتي =  قابل →
 .باشد ها داراي حد نمي مقايسه نيستند، يعني، خارج قسمت آن

) (1) .حل )aا پيدا كنيم ر كافي است حد : 

22

2 4lim 0
5x

x
x→

−
=

+
. 

( )b 2 اولاً تابع( ) ( 1)x xϕ = 1x وقتي −   يك بينهايت كوچك است، ثانياً تابع →
3 1( ) sin ; 1

1
x x

x
ψ = ≠

−
 

3كراندار است زيرا  1| sin | 1
1x

≤
−

)بنابراين تابع مفروض .  )f x نمايش حاصلضرب تابع كراندار 
( )xψ در بينهايت كوچك ( )xϕباشد و به اين دليل است كه   مي( )f x 1 وقتيx  يك →

 .بينهايت كوچك است
(2) ( )a داريم  

3 3 3
2 2

3 30 0 0 0
lim lim[ ] lim lim 0.
x x x x

tg x tg x tg xx x
x x x→ → → →

= ⋅ = = 
3tgبنابراين  x يك بينهايت كوچك از مرتبة بالاتر نسبت به xاست . 

( )b داريم  
3 2 2

3
2 30 0

sin sin 1lim lim .
x x

x x
x x x→ →

 
= = ∞ 

  
 

3بنابراين  2sin xتر نسبت به   يك بينهايت كوچك از مرتبة پائينxاست . 
 
 

( )c داريم  

0 0

9 3 1 1lim lim .
69 3x x

x
x x→ →

+ −
= =

+ +
 

9هاي  بنابراين بينهايت كوچك 3x+  . داراي يك مرتبة يكسان هستندx و −
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 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٥٧

(3) ( )a 3 داريم( ) cos cos 2 2sin sin
2 2

xx x x xβ = −   كه از آنجا =

( )2 20 0

32sin( )sin( )( ) 32 2lim lim .
2( )x x

x x
x

xx
β

α→ →
= = 

)بنابراين  )xβ يك بينهايت كوچك از مرتبه دو نسبت به xاست . 
( )b داريم  

( )

2

2 2 20 0 0

2

0

2sin ( )( ) 1 cos 2lim lim lim
( )

sin( )1 12lim( ) .
2 2

2

x x x

x

x
x x

x xx
x

x

β
α→ → →

→

−
= =

= =

 

)بنابراين  )xβ يك بينهايت كوچك از مرتبه دو نسبت به xاست . 

 در حقيقت، (4)
0 0 0

1cos( )( ) 1lim lim lim cos( )
( )x x x

xx x
x x x

β
α→ → →

=  موجود نيست، و معناي آن اين است =

 .ند نيست مقايسهها قابل كه اين بينهايت كوچك
)فرض كنيم  )xα ،( )xβ ،1( )xα ،1( )xβ 0 وقتيx x→همگي توابعي بينهايت كوچك باشند  .

)1اگر  ) ~ ( )x xα α 1 و( ) ~ ( )x xβ β و 
0

( )lim
( )x x

x
x

α
β→

ود باشد آنگاه  موج
0

1

1

( )lim
( )x x

x
x

α
β→

 نيز موجود 

بوده و داريم 
0 0

1

1

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

x x
x x

α α
β β→ →

 در حقيقت، داريم . =

0 0 0 0 0

0 0

1 1 1

1 1 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim lim lim
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1. lim .1 lim .
( ) ( )

x x x x x x x x x x

x x x x

x x xx x x x
x x x x x x x

x x
x x

α α αα β α β
β α β β α β β

α α
β β

→ → → → →

→ →

 
= = 

 

= =

 

 
  :توان ثابت نمود احكام زير را به آساني مي

( )i 0اگر | |k< < lim و ∞ ( )
x a

f x k
→

)  آنگاه= ) ( ) ~ ( )f x x k xα α. 
( )ii اگر ( ) ~ ( )x xα γ و ( ) ~ ( )x xβ γ آنگاه ( ) ~ ( )x xα β. 

( )iiiها بينهايت   شرط لازم و كافي براي آن كه دو بينهايت كوچك معادل باشند آنستكه تفاضل آن
 .ا مرتبة بالاتر نسبت به هر كدام از دو بينهايت كوچك باشدكوچكي ب
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 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٥٨

): (شود  در زير چند بينهايت كوچك معادل مشاهده مي )xα 0 وقتيx  يك بينهايت كوچك →
 )است
(1) sin ( ) ~ ( )x xα α(2)   ؛ ( ) ~ ( )tg x xα α؛ 

(3) 
2[ ( )]1 cos ( ) ~

2
xx αα−(4)  ؛ arcsin ( ) ~ ( )x xα α؛ 

(5) ( ) ~ ( )arc tg x xα α(6)   ؛ ln(1 ( )) ~ ( )x xα α+؛ 
(7) ( )( 0) 1 ~ ( ) lnxa a x aα α> )به ويژه  − ) 1 ~ ( )xe xα α−؛ 

(8) [ ]1 ( ) 1 ~ ( )px p xα α+ )، به ويژه، − )1 ( ) 1 ~n xx
n

αα+ − 
 .كند ها محاسبه حدها را ساده مي در بيشتر حالات اين معادل بودن بينهايت كوچك

 

0x وقتي  نشان دهيد كه:٢٥مثال  → 

( )a1 11 ~
21

x
x

−
+

 ،   ( )b11 ~
1

x
x

−
+

، 

( )c 2 3sin ~x x x x+. 

) .حل )a 1 به ازاي (8) بنابر فرمول
2

p   داريم =
1 1 11 ( 1 1) ~ 1 .

21 1
x x

x x
− = + − ⋅

+ +
 

( )bشود  مانند قسمت بالا حل مي . 
( )c داريم(1) بنابر فرمول  

3
4sin ~ .x x x x x= 

3 1 3
2 3 4 2 41 ~x x x x x+ = + 

2ا كه از آنج 3sin ~x x x x+. 
 

 : هاي معادل در بالا حدود زير را پيدا كنيد   با استفاده از هشت فرمول كميت:٢٦مثال 

( )i
0

sin 5lim
ln(1 4 )x

x
x→ +

 ،   ( )ii
4 20

ln coslim
1 1x

x
x→ + −

، 

( )iii 
2

0

1 1lim
sin 4x

x x
x→

+ + −،            ( )iv
2 2

0

sin 2 arcsinlim
3x

x x arc tgx
x→

+ −، 

( )v 3

3

2 50

sin ln(1 3 )lim
( ) ( 1)xx

x x
arc tg x e→

+

−
. 
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 ٥٩

) .حل )i داريم ln(1 4 ) ~ 4 ; sin 5 ~ 5x x x x+ . بنابراين 

0 0

sin 5 5 5lim lim .
ln(1 4 ) 4 4x x

x x
x x→ →

= =
+

 

 

2 24 20 0 0

2

20

ln cos ln[1 (cos 1)] cos 1lim lim 4lim ( )
1 1

4

24 lim 2.

x x x

x

x x x ii
x xx

x

x

→ → →

→

+ − −
= =

+ −

= − = −

 

( )iiiآوريم  هاي معادل داده شده بدست مي  با استفاده از بينهايت كوچك: 
2

2 ( )1 1 ~ ~ , sin 4 ~ 4 .
2 2

x x xx x x x+
+ + − 

 بنابراين 

2

0

1 1 12lim lim .
sin 4 4 8x

x
x x

x x→

+ + −
= = 

( )iv داريم  
2 2sin 2 sin ~ sin 2 ~ 2x arc x arc tg x x x+ − 

 بنابراين 

.
2 2

0 0

sin 2 arcsin 2 2lim lim
3 3 3x x

x x arc tg x x
x x→ →

+ −
= = 

( )v 3                             داريم 3ln(1 3 ) ~ 3 ;sin ~x x x x+؛ 
~arc tg x x 35؛ 31 ~ 5xe x−؛ 

3

3 3

2 5 30 0

sin ln(1 3 ) 3 3lim lim .
55( ) ( 1)xx x

x x x x
x xarc tg x e→ →

+ ⋅
= =

⋅−
 

 .اي مشابهي وجود دارد براي توابع بينهايت بزرگ قواعد مقايسه
 

در اينجا توسعي را به دو . گرديم ميهاي توسعي باز  اكنون به موضوع اصلي اين بخش يعني انتگرال
گيري از متناهي به نامتناهي و ديگري  كنيم، يكي وسعت يافتن طول بازة انتگرال مفهوم بررسي مي

وسعت يافتن مفهوم پيوستگي تابع روي يك بازة بسته به حالتي كه در آن تابع در تعدادي متناهي 
 .از نقاط بازه ناپيوسته باشد
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 ٦٠

I . ا حدود نامتناهي هاي ب انتگرال 
 

)فرض كنيم تابع     )f x      به ازاي تمامي مقادير x كه a x≤ < .  تعريـف شـده و پيوسـته باشـد    ∞+
 انتگرال 

( ) ( )
b

a
I b f x dx= ∫ 

bاين انتگرال براي هر     . گيريم  را در نظر مي    a> مقدار انتگرال به مقـدار      .  معني است   باb   بسـتگي 
حال به بررسـي رفتـار ايـن انتگـرال          ).  مراجعه نمائيد  ٨به قضية   ( است   bداشته و تابعي پيوسته از      

bوقتي  →  .پردازيم  مي∞+
 

lim اگر حد    .تعريف ( )
b

ab
f x dx

→+∞  تـابع   انتگرال توسعي داري متناهي باشد، آنگاه اين حد        مق ∫

( )f x بر بازة [ , )a + ) ناميده شده و با نماد ∞ )
a

f x dx
+∞

 لذا، بنابر تعريف، . شود  نشان داده مي∫
 

.( ) lim ( )
b

a ab
f x dx f x dx

+∞

→+∞
=∫ ∫ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ٢١ . ٦شکل 
)د كه انتگرال توسعي     شو  در اين حالت گفته مي     )

a
f x dx

+∞

اگـر  . اسـت همگـرا    وجـود دارد يـا       ∫
( )

b

a
f x dx∫   وقتي b → )گوئيم كه   داراي حدي متناهي نباشد، آنگاه مي∞+ )

a
f x dx

+∞

 وجـود  ∫
هاي نامتناهي ديگر را تعريـف        ازههاي توسعي ب    توان انتگرال   به طريق مشابه مي   . واگرا است ندارد يا   

 :نمود 
              ( ) lim ( )

a a
f x dx f x dx

αα−∞ →−∞
=∫ ∫ 

( ) ( ) ( ) .
c

c
f x dx f x dx f x dx

+∞ +∞

−∞ −∞
= +∫ ∫ ∫ 
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 ٦١

 :گردد  آخرين معادله به صورت زير تعبير مي
هاي توسعي طرف راست موجود باشد، آنگاه، بنابر تعريف، انتگرال طرف چپ   اگر هر يك از انتگرال

 .نيز موجود است
 

هاي توسعي زير را محاسبه نمائيد يا نشان دهيد كه واگرا  انتگرال، استفاده از تعريف با:٢٧مثال 
 .هستند

( )a 
2 3lne

dx
x x

∞

)    ؛∫ )b 2 2 5
dx

x x
+∞

−∞ + )   ؛ ∫+ )c
0

sinx x dx
∞

)    ؛ ∫ )d 
1

dx
x α

+∞

∫. 
 
 
 

) .حل )a بنابر تعريف  

22 23 3 2
1lim lim ( | )

ln ln 2ln
A A

ee eA A

dx dx
x x x x x

∞

→+∞ →+∞
= = −∫ ∫ 

        2

1 1 1lim ( ) .
8 2ln 8A A→+∞

= − = 
( )b بنابر تعريف  

0

2 2 20
lim lim

2 5 2 5 2 5
A

BB A

dx dx dx
x x x x x x

+∞

−∞ →−∞ →+∞
= +

+ + + + + +∫ ∫ ∫ 
0xبجاي نقطة   ( گيـري   هـا بـه عنـوان نقطـة ميـاني انتگـرال      Xر نقطة ديگري را روي محور        ه =

 : نمائيم  هر كدام از حدود طرف راست تساوي بالا را محاسبه مي). توان در نظر گرفت مي
0 0

2
1 1 1 1lim lim |

2 5 2 2 2 2 4BBB B

dx xarc tg arc tg
x x

π
→−∞ →−∞

+
= = +

+ +∫ 

020

1 1 1 1lim lim | .
2 5 2 2 4 2 2

A A

A A

dx xarc tg arc tg
x x

π
→+∞ →+∞

+
= = −

+ +∫ 

2بنابراين  2 5 2
dx

x x
π+∞

−∞
=

+ +∫. 
 

( )c بنابر تعريف  
.

0 0
sin lim sin

A

A
x x dx x x dx

∞

→+∞
=∫ ∫ 

sinبا قرار دادن  ,dv x dx u x=  آوريم  جزء بدست مي گيري جزءبه  و انتگرال=

00 0
lim sin lim ( cos | cos )

A AA

A A
x x dx x x x dx

→+∞ →+∞
= − +∫ ∫ 

lim ( cos sin ).
A

A A A
→+∞

= − + 
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 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٦٢

در نتيجه انتگرال . اما حد آخروجود ندارد
0

sinx x dx
∞

 . است واگرا∫
 

( )d 1وقتي ( چونα ≠ ( 

   داريم
1 1

11

1

1

1 1| ( 1)
1 1

1lim ( 1).
1

b b

b

dx x b
x
dx b
x

α α
α

α
α

α α

α

− −

+∞ −

→+∞

= = −
− −

= −
−

∫

∫
 

 گيريم كه  لذا در مورد اين انتگرال نتيجه مي

1αاگر  ، آنگاه <
1

1
1

dx
x α α

+∞
=

  و انتگرال همگرا است؛ ∫−

1αاگر  آنگاه ، >
1

dx
x α

+∞
=  . و انتگرال واگرا است∫∞

1αوقتي كه  = ،11
ln |dx x

x
+∞ +∞= =  . و انتگرال واگرا است∫∞

 
در بسياري از حالات كافي است تعيين كنيم كه آيا انتگرال داده شده همگراست يا واگرا و مقدار آن 

 .شوند، در اين رابطه مهم و مفيد هستند ون اثبات ارائه ميهاي زير، كه بد ملاك. را تخمين بزنيم
 

) فرض كنيم توابع     .ملاك مقايسه  )f x  و( )g x     به ازاي هر x a≥        تعريف شده و بـر هـر 
]بازة   , ]a A  ،A a≥ بـه ازای هـر       اگـر . دن باش ـ پـذير   انتگرال x a≥، 0 ( ) ( )f x g x≤  آنگـاه از    ≥

)همگرائــي انتگــرال  )
a

g x dx
∞

)گيــريم كــه انتگــرال   نتيجــه مــي∫ )
a

f x dx
∞

 نيــز همگراســت و ∫
( ) ( )

a a
f x dx g x dx

∞ ∞
≤∫ ) ؛ از واگرائــي انتگــرال ∫ )

a
f x dx

∞

گيــريم كــه انتگــرال   نتيجــه مــي∫
( )

a
g x dx

∞

 . نيز واگراست∫
 

x اگر وقتي    .ملاك مقايسة خاص   → ) تابع   ∞ ) 0f x  يك بينهايت كوچك از مرتبـة       ≤

0λ 1 نسبت به    <
x

) باشد، آنگاه انتگـرال       )
a

f x dx
+∞

1λ بـه ازاي     ∫ 1λ همگـرا و بـه ازاي        < ≤ 
 .واگراست

 

) فرض كنيم تابع     .همگرائي مطلق و مشروط    )f x     به ازاي هر x a≥     تعريـف شـده 

|اگر انتگرال   . باشد ( ) |
a

f x dx
+∞

)گاه انتگرال  همگرا باشد آن   ∫ )
a

f x dx
∞

 نيز همگـرا اسـت و آن را         ∫
 در اين حالت . ناميم  ميهمگراي مطلق
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 ٦٣

( ) | ( ) | .
a a

f x dx f x dx
∞ ∞

≤∫ ∫ 

)اگر انتگرال  )
a

f x dx
∞

| همگرا بوده ولي ∫ ( ) |
a

f x dx
∞

) واگرا باشد، آنگاه انتگرال ∫ )
a

f x dx
∞

∫ 
 .شود ميده مي ناهمگراي مشروط

 

 :هاي زير را بررسي كنيد   همگرايي انتگرال:٢٨مثال 

( )i 2 40 1 2 3
dx

x x
∞

+ +∫ ،         ( )ii 21 sin
dx

x x
∞

+∫ ،    ( )iii
52 41

( 1)
2 1

x x dx
x x

∞ + +

+ +
∫،  

( )iv 
3 ( 1)( 2)

dx
x x x

∞

− −∫ ،   ( )v 
7 2

5 32

3 2
1

x
x

∞ +

−
∫ ،    ( )vi 

1
(1 cos )

2
x dx

∞
−∫ ، 

( )vii 
3 31

1 4sin 2x dx
x x

∞ −
+∫. 

) .حل )i 2 تابع 4
1( )

1 2 3
f x

x x
=

+ +
4λ مثبت و بينهايت كوچكي از مرتبة  1 نسبت به =

x
 

xاست وقتي  → 4چون . ∞  .، بر طبق ملاك مقاسية خاص، انتگرال همگراست<1
 

( )ii 2 تابع
1( )
sin

f x
x x

=
+

1xزاي  به ا xوقتي .  پيوسته و مثبت است≤ → ) تابع ∞ )f x 

1λيك بينهايت كوچك از مرتبة  1 نسبت به =
x

 است؛ لذا بنابر طبق ملاك مقايسة خاص انتگرال 
 .واگرا است

 
( )iii 1 تابع زير علامت انتگرال به ازايx  از آن λ بينهايت كوچكي مرتبه. پيوسته و مثبت است≤

1را نسبت به 
x

x وقتي  →  كنيم؛ چون   تعيين مي∞

2

52 4
5

6 10

1 111 1 ,
1 12 1 1 2

x x x x
xx x

x x

+ ++ +
= ×

+ + + +
 

1λت كوچكي ة بينهايمرتب  . بنابر ملاك مقايسة خاص انتگرال واگراست.  است=
 

( )iv چون تابع  

3
3 2

1 1 1( )
1 2 1 2(1 )(1 ) (1 )(1 )

f x
xx

x x x x

= = ×
− − − −
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 ٦٤

3يك بينهايت كوچك از مرتبة      
2

λ 1 نسبت به    =
x

x است وقتي     → ذا بنـابر طبـق مـلاك       ، ل ـ ∞+
 .مقايسة خاص انتگرال همگراست

 
( )v        2 تابع زير علامت انتگرال به ازايx ة بينهايـت كـوچكي آن را   مرتب ـ.  پيوسته و مثبت است   ≤

1نسبت به 
x

x وقتي  →  :كنيم   تعيين مي∞+

.
77 2 2

115 3
35 5

3

323 2 1
11 1

x x
x x

x

++
= ×

− −
 

xچون عامل دوم وقتي  → 7 داراي حد ∞+ 11 است، داريم 2 1
35

λ = در نتيجه انتگرال داده . >
 .شده واگراست

( )vi 22 تابع 1( ) 1 cos 2sinf x
x x

= − 1x براي = چون . بت و پيوسته است مث≤
2 2

2

1 1 22sin 2( )
x x x

= همگراست) بنابر ملاك مقايسه خاص(، انتگرال مفروض . 
 

( )vii تابع 
3 3

1 4sin 2( ) xf x
x x
−

=
+

 همگرائي انتگرال . كند  با تغيير علامت صورت علامتش تغيير مي

3 31

|1 4sin 2 |x dx
x x

∞ −
+∫ 

33چــون . كنــيم را بررســي مــي  3

|1 4sin 2 | 5x
xx x

−
<

+
31انتگــرال و 

5dx
x

∞

 همگراســت، انتگــرال  ∫

3 31

|1 4sin 2 |x dx
x x

∞ −
بنابراين انتگرال مفروض همگراي مطلق     . همگراست) بنابر ملاك مقايسه  ( نيز   ∫+

 .است
 

 ثابت كنيد كه انتگرال ديريكلة :٢٩مثال 
0

sin xI dx
x

∞
=  . همگراي مشروط است∫

 :دهيم  مع دو انتگرال نشان ميجانتگرال مفروض را به صورت حاصل .حل

2
0 0

2

sin sin sin .x x xI dx dx dx
x x x

π

π

∞ ∞
= = +∫ ∫ ∫ 

بـه دليـل آن كـه        (اولين انتگرال يـك انتگـرال معـين اسـت           
0

sinlim 1
x

x
x→

بـا اسـتفاده از روش      ). =
 جزء براي انتگرال دوم داريم  به گيري جزء انتگرال
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 ٦٥

2
2 2 22

sin sin cos coslim lim
AA A

A A

x x x xdx dx dx
x x x xπ π ππ

∞

→∞ →∞

 
 = = − −
  

∫ ∫ ∫ 

2
2

cos .x dx
xπ

∞
= −∫ 

2اما انتگرال توسعي 
2

cos x dx
xπ

∞

2 همگراي مطلق است، به دليل آن كه ∫ 2

cos 1x
x x

 و انتگرال ≥

2
2

dx
xπ

∞

 .  همگراست∫

بنابراين 
0

sin x dx
x

∞

كنيم كه انتگرال  اكنون ثابت مي.  همگراست∫
2

sin x
dx

xπ

∞

در . اگراست و∫

 حقيقت، 
2sin sin 1 cos 2 ,

2
x x x

x x x
−

≥ = 
 اما انتگرال

  

2 2 2

1 cos 2 1 1 cos 2lim
2 2 2

A

A

x dx xdx dx
x x xπ π π

∞ ∞

→∞

−
= −∫ ∫ ∫ 

                             
2

1 1 1 cos 2lim ln ln
2 2 2 2A

xA dx
xπ

π ∞

→∞
= − − ∫ 

limواگراست، زيرا    ln
A

A
→∞

=  و انتگـرال     ∞
2

cos 2x dx
xπ

∞

بـه دليلـي مشـابه آنچـه بـراي انتگـرال             (∫

2

sin x dx
xπ

∞

 .استهمگر)   ثابت نموديم∫

 

II .هاي توابع بدون كران  انتگرال 
)اگر تابع    )f x   در a x b≤ ] تعريف شده، برروي هر بازه       > , ]a b ε−      0، كـه در آن b aε< < − ،
) ناپيوسـته، تعريـف نشـده   : حالت خـاص  (بدون كران  bپذير بوده و در نقطة انتهائي راست   انتگرال

 دهيم  باشد، آنگاه، بنابر تعريف، قرار مي

0
( ) lim ( ) .

b b

a a
f x dx f x dx

ε

ε +

−

→
=∫ ∫ 

)شـود كـه انتگـرال توسـعي           اگر اين حـد موجـود و متنـاهي باشـد، آنگـاه گفتـه مـي                 )
b

a
f x dx∫ 

 .نامند  ميرا واگ در غير اين صورت آن را.همگراست
)به طور مشابه، اگر تابع  )f x در نقطة انتهائي چپ a بدون كران باشد، آنگاه  

0
( ) lim ( ) .

b b

a a
f x dx f x dx

εε + +→
=∫ ∫ 
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 ٦٦

] از بازة  cبالاخره، اگر تابع در همسايگي يك نقطة دروني      , ]a b      بـدون كـران باشـد، آنگـاه، بنـابر 
 تعريف، 

( ) ( ) ( ) .
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx= +∫ ∫ ∫ 

هاي طرف راست   انتگرال طرف چپ در معادلة بالا اين است كه هر كدام از انتگرالشرط همگرائي
 .همگرا باشند

)فرض كنيم تابع     )f x     بر تمامي بازة [ , ]a b    متناهي از نقاط پيوسته باشـد       به استثناي يك تعداد  .
)اگــر تــابعي ماننــد  )F x  ــازة ــراي نقــاط ب ] موجــود باشــد كــه ب , ]a b ــوده و تســاوي  پيوســته ب

( ) ( )F x f x′ ] بر = , ]a bتن  به استثناي يك تعداد متناهي از نقاط برقرار باشد، آنگاه فرمول نيو– 
 لايبنيتز

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫ 

)گاهي اوقات . را داريم )F x براي تابع تابع اولية تعميم يافتةيك ( )f x بر بازة [ , ]a b ناميده 
aبراي توابع تعريف شده و نامنفي بر بازة . شود مي x b≤ هاي  ملاك(هاي همگرائي   ملاك>

 . هاي توسعي با حدود نامتناهي برقرار است  مقايسه براي انتگرال های مشابه ملاك) مقايسه
 

) فرض كنيم توابع     .ملاك مقايسه  )g x  و( )f x    بر بازة a x b≤  تعريف شده و روي هر      >
]بازة   , ]a b ε−     0، كه در آن b aε< < 0اگـر   . پذير باشـند   ؛ انتگرال − ( ) ( )f x g x≤ ، آنگـاه از    ≥

ــرال   ــي انتگ )همگرائ )
b

a
g x dx∫  ــرال ــي انتگ ) همگرائ )

b

a
f x dx∫ ــي ــه م ــم    نتيج ــود و داري ش

( ) ( )
b b

a a
f x dx g x dx≤∫ ) ؛ از واگرائي انتگرال      ∫ )

b

a
f x dx∫    واگرائي انتگرال ( )

b

a
g x dx∫  نتيجه 

 .شود مي
 

) اگر تابع    .ملاك همگرائي خاص   ) 0f x a  بـر بـازة       ≤ x b≤  پيوسـته بـوده و يـك        >

1 نسبت به    λه  مرتببينهايت بزرگ از    
b x−

xد وقتي    باش  b )، آنگاه انتگـرال     →− )
b

a
f x dx∫   بـه 

1λازاي  1λ همگرا و به ازاي >  به ويژه، انتگرال .  واگراست≤

( )
b

a

dx
b a λ−∫ 

1λبه ازاي  1λ همگرا و به ازاي >  . واگراست≤
 

) فرض كنيم تابع     .همگرائي مطلق و مشروط    )f x    بر بازة a x b≤  تعريف شده و    >

]بر هر بازة    , ]a b ε−پذير باشد؛ در اين صورت از همگرائي انتگرال   انتگرال( )
b

a
f x dx∫ همگرائي 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٦٧

)انتگرال   )
b

a
f x dx∫  در اينحالت انتگرال    . شود   نتيجه مي( )

b

a
f x dx∫    ناميـده   همگـراي مطلـق 

 .شود مي
)اما اگر    )

b

a
f x dx∫      همگرا بوده و انتگرال | ( ) |

b

a
f x dx∫        واگرا باشد، آنگـاه انتگـرال ( )

b

a
f x dx∫ 

 .شود  ناميده ميهمگراي مشروط
)هـاي توسـعي    هاي مشابهي نيز برقرار است بـراي انتگـرال       ملاك )

b

a
f x dx∫  كـه در آن ( )f x در 

 .نقطة انتهائي چپ بدون كران است
 

هـا را   يـا واگرايـي آن   (نمائيدهاي توسعي زير را محاسبه         انتگرال ، با استفاده از تعريف    :٣٠مثال  
 ) :ثابت كنيد

( )a
31 ln

e dx
x x∫      ( )b 2

0 cos
dx

x

π

∫            ( )c  3

21 4 3
dx

x x− −
∫  

( )d 2

20 |1 |
dx

x−
∫                     ( )e 

3 31

5 30

2x x dx
x

+ −
∫     ( )f

1

30 1
dx

x−∫ . 

) .حل )a   تابع 
3

1( )
ln

f x
x x

1x در همسايگي نقطة     = ايـن تـابع در هـر    .  بدون كران است=

1]بازة  , ]eε+بنابراين .  استپذير است، زيرا تابعي پيوسته ال انتگر 
3 2

13 31 10 0

3lim lim[ ln | ]
2ln ln

e e edx dx x
x x x x εεε ε+ + ++→ →

= =∫ ∫ 

                                                23
0

3 3 3lim[ ln (1 )] .
2 2 2ε

ε
+→

= − + = 

( )b   1 تابع( )
cos

f x
x

 در همسايگي نقطة  =
2

x π
 ـ= ,0]ر هـر بـازة    بدون كران است و ب ]

2
π ε− 

 بنابراين . است پذير است زيرا تابعي پيوسته انتگرال
2 2 2

00 00 0
lim lim ln ( ) |

cos cos 2 4
dx dx xtg

x x

π π πε ε

ε ε

π
+ +

− −

→ →
= = +∫ ∫ 

                                                              .
0

lim ln ( )
2 2

tg
ε

π ε
+→

= − = ∞ 
 .بنابراين انتگرال داده شده واگراست

( )c 3 تابع زير علامت انتگرال در همسايگي نقاط, 1x x=   بدون كران است لذا، بنابر تعريف،=
3 2 3

2 2 21 1 24 3 4 3 4 3
dx dx dx

x x x x x x
= +

− − − − − −
∫ ∫ ∫ 

2xبجاي نقطة   ( اكنـون هـر يـك از    ).  را انتخـاب كنـيم  [1,3]توانيم هر نقطـة درونـي بـازة      مي =
 :كنيم  گانه محاسبه ميجمعوندها را جدا
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٦٨

2 2

2 21 10

2
10 0

3 3 3
22 22 20 0

0

lim
4 3 1 ( 2)

lim sin( 2) | lim[0 sin( 1)] ;
2

lim lim sin( 2) |
4 3 1 ( 2)

lim[ sin(1 ) 0] .
2

dx dx
x x x

arc x arc

dx dx arc x
x x x

arc

εε

ε
ε ε

ε ε

ε ε

ε

πε

πε

+

+ +

+ +

+

+→

+
→ →

− −

→ →

→

=
− − − −

= − = − − =

= = −
− − − −

= − − =

∫ ∫

∫ ∫
 

 بنابراين 
3

21
.

2 24 3
dx

x x
π π π= + =

− −
∫ 

( )d   تابع 
2

1( )
|1 |

f x
x

=
−

1x در همسايگي نقطة      گيـري   ، كه يك نقطة دروني بازة انتگـرال   =

 لذا، بنابر تعريف، . است، بدون كران است
2 1 2

2 2 20 0 1
.

|1 | |1 | |1 |
dx dx dx

x x x
= +

− − −
∫ ∫ ∫ 

0اگر . كنيم هر جمعوند را جداگانه محاسبه مي 1x≤  ، آنگاه >
1 1 1

2 2 20 0 00

1
00 0

lim
|1 | 1 1

lim sin | lim[ sin(1 ) 0] .
2

dx dx dx
x x x

arc x arc

ε

ε

ε

ε ε

πε

+

+ +

−

→

−

→ →

= =
− − −

= = − − =

∫ ∫ ∫
 

1اگر   2x<  ، آنگاه ≥
2 2 2 2 2

12 2 21 1 10 0

2

0

lim lim ln( 1) |
|1 | 1 1

lim[ln(2 3) ln(1 (1 ) 1)] ln(2 3).

dx dx dx x x
x x x

εεε ε

ε
ε ε

+ +

+

++→ →

→

= = = + −
− − −

= + − + + + − = +

∫ ∫ ∫
 

 بنابراين 
2

20
ln(2 3).

2|1 |
dx

x
π

= + +
−

∫ 

( )e  5 صورت بـر      هر جمله   با تقسيم 3x           نمـايش   انتگـرال   انتگـرال را بـه صـورت حاصـلجمع سـه 
 دهيم، مي

123 31 1 1 1
5

4 35 30 0 0 0
15 5

2 .x x dx dxdx x dx
x x x

+ −
= + +∫ ∫ ∫ ∫ 

اولين جمعوند يك انتگرال معين است و لذا 
12 171 15 5

00

5 5|
17 17

x dx x= =∫. 
0xدومين و سومين جمعوند در نقطه   بنابراين،.  بدون كران هستند=
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٦٩

111 1 215
14 40 0 0

15 15

15 15lim lim | ;
11 11

dx dx x
x x

εε ε+ +→ →
= = =∫ ∫ 

به طريق مشابه 
21 1 15

3 30 0 0
5 5

5 5lim lim |
2 2

dx dx x
x x

εεε ε+ +→ →
= = =∫ ∫ . 

 . بنابراين
3 31

5 30

2 5 15 5 6252 .
17 11 2 187

x x dx
x

+ −
= + − ⋅ = −∫ 

 
( )f 3 تابع

1( )
1

f x
x

=
−

 :نويسيم   كسرهاي جزئي مي  را به صورت حاصلجمع

3 2 2

1 1 1 1 2( ) [ ].
1 (1 )(1 ) 3 1 1

xf x
x x x x x x x

+
= = = +

− − + + − + +
 

 در اين صورت 
1 1 1

3 20 0 0

1 1 2 .
1 3 1 3 1

dx dx x dx
x x x x

+
= +

− − + +∫ ∫ ∫ 

1چون   1 1
00 00 0

lim lim ln(1 ) |
1 1
dx dx x

x x
ε ε

ε ε+ +

− −

→ →
= = − − = ∞

− −∫ نيـازي  . ، انتگرال داده شده واگرا اسـت      ∫
 .نيست كه جمعوند دوم را كه انتگرال معيني است محاسبه نمائيم

 

 :هاي توسعي زير را محاسبه نمائيد   انتگرال:٣١مثال 

( )a
23

23 9
x dx

x− −
)  ؛∫ )b 2

0

2
2

x dx
x

+
−∫. 

) .حل )aكنيم   ابتدا انتگرال نامعين را پيدا مي 
2

2

2

1 (9 sin 9 ) .
2 39

x dx xarc x x c
x

= − − +
−

∫ 

)21تابع   ) (9arcsin 9 )
2 3

xF x x x= −  يك تابع اولية تعميم يافته براي        −
2

2
( )

9
xf x

x
=

−
 بر  

]بازة   ) است، زيرا    −[3,3 )F x                   بر اين بـازه پيوسـته اسـت و در هـر نقطـه از بـازة (  داريـم   −(3,3
( ) ( )F x f x′  آوريم   لايبنيتز، بدست مي–بنابراين، با استفاده از فرمول نيوتن . =

23 2 3
323

1 9(9arcsin 9 ) | .
2 3 29

x dx x x x
x

π−−
= − − =

−
∫ 

( )bتوان نوشت   مي 

2 2 2

2 2 2( ) .
2 4 4 4

x x xf x
x x x x

+ +
= = = +

− − − −
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٧٠

 انتگرال نامعين برابر است با 
22 2arcsin 4 .

2 2
x xdx x C
x

+
= − − +

−∫ 

)2تابع   ) 2arcsin 4
2
xF x x= − ) يك تابع اوليه تعميم يافته براي        − )f x    اسـت،  [0,2] بر بازة 

)زيرا  )F x داريم (0,2] بر اين بازه پيوسته است و بر بازة ( ) ( )F x f x′ =. 
 آوريم   لايبنيتز، بدست مي–بنابراين، با استفاده از فرمول نيوتن 

2 2 2
00

2 (2arcsin 4 ) | 2.
2 2

x xdx x
x

π+
= − − = +

−∫ 

 

 :هاي توسعي زير را بررسي نمائيد   همگرائي انتگرال:٣٢مثال 

( )a 1

31

dx
x x−∫     ( )b 1

0 1 cos

xe dx
x−∫  ( )c 1

5 30

sin cos
1
x x dx

x
+

−
∫ 

( )d 
5 32

sin0

ln(1 )
1x

x dx
e

+
−∫  ( )e

22

3 41

1
16
x dx

x
+

−
∫    ( )f

1

40

cos
sin

xdx dx
x x−∫ 

( )g 1

0

1sin
x dx

x∫. 

) .حــل )a 0 در نقطــةx هــر دو انتگــرال . شــود  تــابع زيــر علامــت انتگــرال بينهايــت مــي =
1 0

3 30 1
,dx dx

x x x x−∫ 4 واگرا هستند، زيرا     ∫ 1
3

λ = اگر بـه   . اده شده واگرا است   در نتيجه انتگرال د   . <

 برديم نتيجه غلط   لايبنيتز را براي اين انتگرال بكار مي–اين مطلب توجه نداشته و فرمول نيوتن 
1 1

13 31

3( ) | 6dx
x x x −−

= − = −∫ 

توجه كنيد كه تابع  . آورديم  را بدست مي  
3

3( )F x
x

−
0x در =   پيوسته نيست و بـه عـلاوه تـابع   =

 .زير علامت انتگرال مثبت است
( )b 0 تابع زير علامت انتگرال وقتيx  چون .  يك بينهايت بزرگ است→+

.21 cos 2 sin ( 0 )
2 2
xx x x +− = → 

1λة  مرتبتابع زير علامت انتگرال داراي       1 نسبت بـه    =
x

لـذا بنـابر مـلاك مقايسـة خـاص      .  اسـت 
 .انتگرال داده شده واگراست

 
( )cنويسيم   تابع زير علامت انتگرال را به صورت زير مي : 
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٧١

55 2

sin cos 1( )
11

x xf x
xx x

+
= ⋅

−+ +
 

1xاين تابع وقتي     1 آن نسـبت بـه       مرتبه   .  يك بينهايت بزرگ است    →
1 x−

1 مسـاوي بـا      
5

λ = 
0xوقتیاست، زيرا اولين عامل  لذا، بنابر ملاك مقايسة خاص، انتگرال . كند  ميل مي1 به سمت →
 . داده شده همگراست

 

( )d   تابع 
5 3

sin
ln(1 )( )

1x
xf x

e
+

=
−

,0) در بازة     0x مثبت است و در      (2 نشان .  تعريف نشده است   =
دهيم كه  مي

0
lim ( )
x

f x
+→

=  در حقيقت، چون . ∞
5 5sin 3 31 sin , ln(1 ) ( 0),xe x x x x x− + →   

 داريم 
5 53 3

sin 5 20 0 0

ln(1 ) 1lim lim lim .
1xx x x

x x
e x x→ → →

+
= = = ∞

−
 

0x كه وقتي ماي در عين حال نشان داده → ،
5 2

1( ) ~f x
x

)، يعني،  )f x يك بينهايت بزرگ از 

2ة مرتب 1
5

λ = 1 نسبت به >
x

 .در نتيجه، بنابر ملاك مقايسة خاص، تابع مفروض همگراست.  است
 

( )e  بينهايـت بزرگـي تـابع        مرتبه 
2

3 4

1( )
16
xf x

x
+

=
−

2x را در همسـايگي نقطـه          نسـبت بـه     =

1
2 x−

)براي اين منظور . كنيم  تعيين مي )f xنويسيم را به صورت زير مي :  
2 2

333 4 2 3

1 1 1( ) .
216 4 2

x xf x
xx x x

+ +
= = ⋅

−− + +
 

2xبنابراين واضح است كه وقتي       ) تابع   → )f x      1 مرتبه   يك بينهايت بزرگ از 1
3

λ =  نسـبت   >

1به 
2 x−

 .بنابر ملاك مقايسة خاص انتگرال داده شده همگراست.  است
 

( )f تابع
4

cos( )
sin
xf x

x x
=

−
0x در همسايگي نقطة    چون.  بدون كران است=

4 4
4

4

cos cos 1( ) ~ ( 0 )sinsin (1 )

x xf x xxx x xx
x

+= = →
− −
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 ١حساب و دیفرانسیل و انتگرال
 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٧٢

0xوقتي  ) تابع →+ )f x 1 مرتبه يك بينهايت بزرگ از 1
4

λ = 1 نسبت به >
x

  ملاک است، بنابر
 .مقايسة خاص، انتگرال همگراست

 
( )g  0براي 1x< ≤  

1sin 10 .x
x x

≤ ≤ 

1اما انتگرال   

0

dx
x∫        1 همگراست، لذا بنابر ملاك مقايسه، انتگرال

0

1sin
| |x dx

x∫      نيز همگرا بوده و در 

 .نتيجه انتگرال داده شده همگراي مطلق است
 
 
 
 

 هاي وابسته به يك پارامتر  انتگرال٩.  ٦
 ل معين فرض كنيم انتگرا

( ) ( , )
b

a
I f x dxα α= ∫ 

 αاگر پارامتر .  داردαرا داشته باشيم كه در آن تابع زير علامت انتگرال بستگي به پارامتري مانند        
 است،  αبنابراين انتگرال معين تابعي از      . تغيير كند آنگاه مقدار انتگرال معين نيز تغيير خواهد كرد         

)توانيم آن را با  لذا مي )I αنمايش دهيم . 
I . فرض كنيم كه( , ) , ( , )f x f xα α α′ توابعي پيوسته باشند هر گاه  

(2) .,a x b c dα≤ ≤ ≤ ≤ 
 :كنيم   پيدا ميαبه پارامتر  را نسبت  مشتق انتگرال

0

( ) ( )lim ( ).I I Iαα

α α α α
α∆ →

+ ∆ − ′=
∆

 
 كنيم كه  در روند يافتن مشتق توجه مي

( ) ( ) 1 ( , ) ( , )
b b

a a

I I f x dx f x dxα α α α α α
α α

+ ∆ −  = + ∆ −  ∆ ∆ ∫ ∫ 
( , ) ( , ) .

b

a

f x f x dxα α α
α

+ ∆ −
=

∆∫ 
 قضية مقدار ميانگين را براي تابع زير علامت انتگرال بكار برده و داريم 
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 دکتر حمید تولائی و حمید محمدزاده: مولفین 

 انتگرال معین:٦فصل
 

 ٧٣

( , ) ( , ) ( , )f x f x f xα
α α α α θ α

α
+ ∆ − ′= + ∆

∆
 

0 آن كه در 1θ< )چون . > , )f xα α′ پس.  پيوسته است(2) در ناحية بستة 
( , ) ( , )f x f xα αα θ α α ε′ ′+ ∆ = + 

∆0αكند وقتي   دارد، به صفر ميل مي∆α و x ،α، كه بستگي به εكه در آن كميت  → . 
 بنابراين

.[ ]( ) ( ) ( , ) ( , )
b b b

a a a

I I f x dx f x dx dxα α
α α α α ε α ε

α
+ ∆ − ′ ′= + = +

∆ ∫ ∫ ∫ 
∆0αگيريم وقتي  حد مي   و داريم →

0

( ) ( )lim ( ) ( , )
b

a

I I I f x dxα αα

α α α α α
α∆ →

+ ∆ − ′ ′= =
∆ ∫ 

 يا 

( , ) ( , ) .
b b

a a
f x dx f x dxα

α
α α

′
  ′=  ∫ ∫ 

bپذيريم كـه انتگـرال    ثبات ميدر اينجا بدون ا. (نامند  ميفرمول ليبنيتز   اين فرمول را    

a
I dxε= ∫ 

∆0αكند وقتي  به صفر ميل مي →.( 
II . حدود انتگرال گيري (1)اكنون فرض كنيم در انتگرال ,b a توابعي از α باشند : 

(1 )′ [ ]
( )

( )
( ) , ( ) , ( ) ( , )

b

a
I a b f x dx

α

α
α φ α α α α= = ∫ 

[ ], ( ) , ( )a bφ α α α    تابعي مركب از α ،است ,b a  بـراي پيـدا كـردن    .  متغيرهاي واسـطه هسـتند
)مشتق  )I αبريم  ه را  بكار مي قانون مشتق تابع مركب براي توابع چند متغير: 

(3)  ( ) .da dbI
a d b d

φ φ φα
α α α

∂ ∂ ∂′ = + +
∂ ∂ ∂

 
 :آوريم  بنابر قضية مشتق يك انتگرال معين نسبت به حد بالا بدست مي

[ ]( , ) ( ) ,
b

a
f x dx f b a

b b
φ α α∂ ∂

= =
∂ ∂ ∫ 

 و 

[ ]( , ) ( , ) ( ) , .
b a

a b
f x dx f x dx f a

a a a
φ α α α α∂ ∂ ∂

= = − = −
∂ ∂ ∂∫ ∫ 

φبالاخره، براي محاسبة 
α

∂
∂

 :بريم   بالا را بكار مي فرمول ليبنتيز ارائه شده در

( , ) .
b

a
f x dxα

φ α
α

∂ ′=
∂ ∫ 

  داريم (3)با قرار دادن عبارت بدست آمده براي مشتقات در 

(4) .[ ] [ ]
( )

( )
( ) ( , ) ( ) , ( ) ,

b

a

db daI f x dx f b f a
d d

α

αα
α α α α α α

α α
′ ′= + −∫ 
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 ٧٤

ها   آنهائي كه يكي از حدود كنيم كه فرمول ليبنتيز براي انتگرال در اينجا به اين مطلب اشاره مي
با استفاده از فرمول ليبنيتز اين امكان وجود دارد كه بعضي . بينهايت است نيز برقرار است

 .محاسبه نمائيم) كه به روش عادي قابل حل نيستند(هاي معين را  انتگرال
 

  مطلوبست محاسبة انتگرال :٣٣مثال 

.
0

sin( ) x xI e dx
x
αα

∞ −= ∫ 

 انتگرال غيـر ممكـن اسـت، زيـرا تـابع اوليـة تـابع                كنيم كه محاسبة مستقيم      ابتدا توجه مي   .حل
sinx xe

x
α−         براي محاسبة اين انتگرال آن     . باشد   قابل بيان به صورت تركيبي از توابع مقدماتي نمي

 با استفاده از αدر اين صورت مشتق آن نسبت به . گيريم  در نظر ميαرا به عنوان تابعي از پارامتر 
 .آيد فرمول ليبنيتز بدست مي

0 0

sin( ) [ ] cos .x xxI e dx e x dx
x α
αα α

∞ ∞− −′′ = =∫ ∫ 

2شود كه آخرين انتگرال مساوي با  اما بسادگي ديده مي

1
1 α+

 بنابراين .  است

.2
1( )

1
I α

α
′ =

+
 

) تابع αگيري نسبت به  با انتگرال )I αآوريم  را بدست مي. 
(5) ( ) .I arc tg Cα α= + 

 كنيم كه  براي اين كار، توجه مي. را پيدا كنيم Cاكنون بايستي 

0 0

sin 0(0) 0 0 .x xI e dx dx
x

∞ ∞− ⋅
= = =∫ ∫ 

0به علاوه،  0arc tg 0αبا قرار دادن . =  آوريم   بدست مي(5) در =
(0) 0I arc tg C= + 

0Cكه از آنجا  ) داريم αبنابراين، به ازاي هر مقدار . = )I arc tgα α= يعني ، 

0

sin .x xe dx arc tg
x
α α

∞ − =∫ 
 

 :گيريم   داشته در نظر ميαه بستگي به پارامتر  انتگرال زير را ك. تابع گاما:٣٤مثال 

(6) 1

0

xx e dxα∞ − −∫ 
0αهر گـاه    ) وجود دارد (و نشان خواهيم داد كه اين انتگرال توسعي همگراست           انتگـرال را بـه     . <

 صورت حاصلجمع 
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 ٧٥

1
1 1 1

0 0 1

x x xx e dx x e dx x e dx
α α

α α α− − − − − −= +∫ ∫ ∫ 

 اولين انتگرال طرف راست همگراست، زيرا . دهيم نشان مي

.1 11 1

0 0

10 xx e dx x dxα α

α
− − −< < =∫ ∫ 

 باشد به طوري ی عدد صحيحnدر حقيقت، فرض كنيم . به طريق مشابه انتگرال دوم نيز همگراست
1nكه  α>  در اين صورت بديهي است كه . −

1

1 1
0 .x n xx e dx x e dxα∞ ∞− − −< < < ∞∫ ∫ 

 kكنيم كه به ازاي هر عدد طبيعي  گيريم و توجه مي جزء انتگرال مي به روش جزءبه

(7) .lim 0
k

xx

x
e→+∞

= 

)ع با اين تاب. نمايد  را تعريف ميα تابع معين از (6)بنابراين  )αΓ تابع گاما نشان داده شده و 
 :شود  ناميده مي

(8) 1

0
( ) .xx e dxαα

∞ − −Γ = ∫ 
)مقـدار   . گيـرد   تابع گاما در رياضيات كاربردي بسيار مورد استفاده قـرار مـي            )αΓ      را بـراي مقـادير 

 .يدا كنيم پαصحيح 
1αبه ازاي   داريم =

(9) 
0

(1) 1.xe dx
∞ −Γ = =∫ 

1αفرض كنيم عدد صحيح   :گيريم  جزء انتگرال مي به روش جزءبه. <
1 1 2

00 0
( ) | ( 1)x x xx e dx x e x e dxα α αα α

∞ ∞− − − − ∞ − −Γ = = − + −∫ ∫. 
 ،(7)يا، با توجه به 

(10) ( ) ( 1) ( 1).α α αΓ = − Γ − 
nαآوريم كه براي   بدست مي(9) و (10)با استفاده از  =  

( ) ( 1)!n nΓ = − 
 

2 مطلوبست محاسبة انتگرال :٣٥مثال 

0
( ) cos(2 )xe x dxφ α α

∞ −= ∫. 

2 نسانتگرال پوا كنيد كه از اين مطلب استفاده: راهنمائي (

0 2
xe dx π+∞ − =∫ (. 

) اگر از تابع .حل )φ α نسبت به αآوريم   مشتق بگيريم بدست مي 
2

0
( ) ( 2 sin(2 ) .xe x x dxφ α α

∞ −′ = −∫ 
 :كنيم  جزء حل مي اين انتگرال توسعي را به روش جزءبه
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 ٧٦

2 2

sin(2 ) 2 cos(2 )

2 .x x

u x du x dx

dv xe dx v e

α α α
− −

= =
⇒

= − =
 

  بنابراين
2 2

0 0
( ) sin(2 ) | 2 cos(2 )x xe x e x dxφ α α α α

∞− ∞ −′ = − ∫ 

)يا  ) 0 2 ( )φ α αφ α′ = )، يعني، − ) 2
( )

φ α α
φ α
′

= − . 

 گيريم   انتگرال ميαاز معادلة اخير نسبت به 
2 2

1 1
( ) ln | ( ) |
( )

d C Cφ α α α φ α α
φ α
′

= − + ⇒ = − +∫ 

2و بنابراين 

( ) Ce αφ α   داريم Cبراي بدست آوردن . ت دلخواهي استمقدار ثاب C كه در آن =−

.2

0
(0)

2
xC e dx πφ

∞ −= = =∫. 

2بنابراين 

( )
2

e απφ α −= . 
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